Nouvelle-Calédonie novembre 2008
EXERCICE 1 3 points Commun & tous les candida

Dans lespace rapporté a un repére orthonc (O, , ] ,k), on considére les points :
AB;-2;1)B(5;2;-3)C(6;-2;-2)D(4;3) 2

1. Montrer que les points A, B et C ne sont pas abgpéis que le triangle ABC est isocéle et recea
2.a. Montrer que le vecteun (2;1;2) est un vecteur normal au plan (Al

b. En déduire une équation du plan (AE

C. Montrer que la distance du point D au plan (ABQ)égmle a !

3. Calculer le volume du tétraédre ABCD en unités aleme

EXERCICE 2 5 points Pour les candidatsn’ayant pas suivi I'enseignement de spéciali

Le plan complexe est rapporté au repéteanormal (C;u, V).

1. On consideére les points A, B et Gaffixes respective : zp=2 + 2 i,zg=2 i etz¢c= 2

ainsi que le cercle de centre A et de rayon 2.

La droite (OA) coupe le cercleen deux points H et K tels que (< OK. On notezy, etz les affixes respectives des points H €

a. Faire une figure en prenant 1 cm comme unité gopjet
b. Calculer la longueur OA. En déduire les longueuksedOH.
C. Justifier, a laide des notions de moduled’argument d’'un nombre complexe, que :

zK:(Zﬁ +2)eig,zH:(2\/_—2)ei;.

Dans toute la suite on considére dipplicationf du plan qui a tout poiril d’affixe z# 0 associe le poirM’ d’affixe Z telle que :

z=-2.
z

a. Déterminer et placer les points images de B etr(f .

On dit qu’un point est invariant p&s'il est confondu avec s image.Déterminer les points invariants ff .

2.a
b.

3.a. Montrer que pour tout poitdl distinct de Oon a : OMx OM’ = 4,
b. Déterminer argZ) en fonction de argj.

4. Soient K et H les images respectives de K et H f .

a. Calculer OK et OH.

b.

C.

R

j3m j3m
Démontrer que zx =(2 ﬁ —-2)e 4 etzy = (Zﬁ +2)e “.

Expliquer comment construire les point’ et H en utilisant uniquement la regle etdempas a partir des points K et

éaliser la construction.

EXERCICE 2 5 points Pour les candidats ayant suivl’enseignement de spécialité
Le plan complexe est muniufi repére orthonormal direct ; Ol , OJ).
On considere les points A et Baffixes respective :

3 . "
Zp=2etzg= — +1.

2 N
On considére les points M, N et P tels que lesagies AMB, /»\ B
BNO et OPA soient des triangles rectangles isocé&esen:
direct comme le montre la figure ci-contre.
On notes, la similitude directe de centre A qui transformeeN
B.
On notes; la similitude directe de centre O qui transformert 0 >
N. On considére la transformatioF s, ° S;.
Le but de lexercice est de démontrer de deux fagons diffés:
gue ledroites (OM) et (PN) sont perpendiculai
1. A l'aide des transformations P
a. Donner I'angle et le rapport dg et des..
b. Déterminer image du point M puis celle du point | |

la transformatiom .
- . , T L .
C. Justifier que est une rotation d angle2~ dont on précisera le centre.

d. Quelle est I'image du point O paf
e En déduire que les droites (OM) et (PN) sont pedjperaires

2. En utilisant les nombres complexes

a. Donner les écritures complexessdeets,. On utilisera les résultats de la question.1.
b En déduire les affixesy, etzydes points M et I

c

Donner, sans justification, I'affixe-du point P puis démontrer que les droites (OMP&t)(sont perpendiculaire
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EXERCICE 3 4 points Commun atous les candidats

Un joueur lance une bille qui part de A puis empewbligatoirement une des branches indiquéel’arbre ci-dessous pour arriver a

I'un des points D, E, F et G.
On a marqué sur chaque branche debfe la probabilité pour que lale I'emprunte aprés étre passé par un n

Les nombres entre parenthéses indiquent les pgaigisés par le joueur lors du passage de la bitiemd@e X la variable éatoire qui

correspond au nombre total de points gagrl'issue d'une partie c'est-dire une fois la bille arrivée en D, E, F oL

N

B (0 pt) C (10 pts)
D (0 pt) E (10 pts) F (0 pt) G (10 pts)

1 Dans cette question, les résultats sont attendussfeome fractionnair

a Déterminer la loi de probabilité de X.

b Calculer I'espérance de X.

c Calculer la probabilité que la bille ait suia branche AC sachant que le joueabtenu exactement 10 poit
2. Le joueur effectue 8 parties et on suppose quéawieéparties sont indépendan

On considére qu’une partie est gagnée si le jooltient 20 points a cette par

a Calculer laprobabilité qu'il gagne exactement 2 parties. Onrdwa le résultat arrondi au millie

b Calculer la probabilité qu’il gagne au moins unetipaOn donnera le résultat arrondi au millie

EXERCICE 4 5 points Commun a tous les candida

PARTIE A
On considére la fonctioindéfinie sur lintervalle 0 ; +oo [ par :f (X) =Inx -2 +x.
1. Déterminer les limites de la fonctiden O et er+ .
2. Etudier le sens de variation de la fonctf puis dresser son tableau de variations.
3. Montrer que I'équatioffi (xX) = 0 admet une unique solutia dans l'intervalle ] 0 ; +o [.
Donner un encadrement du nombra 10”2 prés
PARTIE B 4
Le plan est muni d’un repére orthonorma@ {i , j ).
On considére sur le graphique ci-conteecourbe représentati@ T TNCEA T
de la fonction In, ainsi que la droite Dédluatiory = 2 —x.
On note E le point éhtersection de la court# et de la droite D. 2 =
On considére l'aire en unitésaife, notée A, de la partie du pl S
située au dessus de I'axesdabscisses et au dessous de la c@® 1 S
et de la droite D. =
1. Déterminer les coordonnées du poir pIEEEREE] 2 : /
o T
2. SoitI:I In xd x. N
1 N E L =
a. Donner une interprétation géométriquel . )
b. Calculerl , en fonction de., a I'aide duneintégration par parties.
C. Montrer que peut aussi s'écrire= — o2+ o + 1 sachant qui(a) = 0

3. Calculer 'aire A en fonction de.
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EXERCICE 5 3 points Commun a tous les candidats
PARTIE A
X

X_

On considere la fonctiohdéfinie sur I'intervalle ] 0 ; +o [ par :f (X) =

1. Restitution organisée de connaissances :

. : : o o g'(x) = g(x) pour toutx IR
La fonction exponentielle est I'unique fonctigmérivable suiR vérifiant :

h_
e 1:1.

Démontrer quellqim
-0

2. Déterminer la limite de la fonctidren 0.
3. Déterminer la limite de la fonctidren +oo.
PARTIE B

. NP . L s 1 - n-t
Soit (U, ) la suite définie poun entier supérieur ou égal a 1 par,.= —{1+ en+e + ..+ en
n

1 2 n-1
. = = == -e . o
1. Démontrer quel+e" +e" + ..+ e" = T Puis en déduire que, = (e — 1)f (1]
1-en n
2. En déduire, en utilisant aussiPARTIE A, que la suitey, ) converge vers e — 1.
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CORRECTION

EXERCICE 1 3 points Commun a tous les candidats

1. AB a pour coordonnées (2 ; 4 ; — 4)AE a pour coordonnées (3 ; 0 ; — 3), les coordonnéemnt pas proportionnelles donc
ces vecteurs ne sont pas colinéaires donc lesspajré et C ne sont pas alignés.

AB2=22+ 4%+ (-4)>=36; AC*=3%+3°=18et BC = 1%+ (- 4>+ 1?2 = 18 donc BC = AC et AB= AC? + CB?donc le
triangle ABC est isocele et rectangle en C.

2.2 N.AB =2x2+1x4+2x (-4)=0 etn.AC =2x 3+ 1x0 + 2x -2)=0 donen est donc orthogonal a deux vecteurs
directeurs non colinéaires du plgxBC) donc le vecteurn (2 ; 1 ; 2) est un vecteur normal au plan (ABC).

b. Une équation du plan (ABC) esk2y+2z+d=0
A appartient au plan doncx23 — 2 + 2 +d = 0 soitd = — 6 donc une équation du plan (ABC) egty + 2z-6 =0

ax,+by,+cz,+d —
c.  Ladistance du point D au plan (ABC) est éga!le go Yo ° | 12x 4+ 3+ 2x 2- 6L 9 _ 3.
3. Le volume du tétraédre ABCD eétx basex hautel or I'aire du triangle ABC égale % x CAx CB=9 donc le volume du

tétraedre ABCD est en unités de vqu%qe 9 x 3 soit 9 unités de volume.

EXERCICE 2 5 points Pour les candidats n'ayant pasuivi I'enseignement de spécialité
1.b. OA=[2+2i|=2,/2,0,H,AetK sont alignés dans cet ordre donc=OBIA - AH =2/ 2 - 2 et OK = OA + AK

oK=2,2+2

c. arga) = %[ + 2k (k0 Z) or les vecteur©A ,OK et OH sont colinéaires de méme sens donczar)g(zg +2kT

et arggy) =g +2kTdonczg = (22 +2) et 7= 2.2 _2)e'“.

2.a - 2i =2i doncf(B)=B; —g =— 2 doncf (C) = C’ symétrique de C par rapport a O.
i

b. MzO, M estinvariant par— z# 0 etz= —g - z#z0etz’=—4< z=2iouz=-2i
B et le symétrique de B par rapport a O sont imrds paf .

3.a. pour tout poinM distinct de O, on @ = _4 donczZ =—-4donc | |Z | =4 soit OMx OM' = 4.
z
b. zZ= —izl doncargf) =arg (—4)—argf) + 2k (k0 Z) soit arg £) = m1— argl) + 2k t(k O Z).
4.a. D’aprés la questioB.a. OK’' OK =4 et OH’x OH = 4donc OK’x (2ﬁ+ 2)=4or Qﬁ+ 2) X(Zﬁ -2)=4
donc OK'=2./2 —2 = OH
OH x (2. 2-2)=40r@ 2+2)x(2,/ 2-2) =4 donc OH' =2 2 + 2 = OK
j3m
b. arg@Zy ) =m—arggg) donc arglx ) = 37“ + 2k tdonczy = (2 ﬁ -2)e 4,
. 3m i 31
de méme arg(y ) =1— arggy) donc argt ) = e + 2kTmdonczy = (2 \/E +2)e 4,
C. Zk etzy . ont pour argume 7 donc K’ et H' sont sur la demie droite D en vaut le graphique. De plugy | =z | =2

ﬁ — 2 donc K’ appartient aussi au cercle de centet @yon OH. De méme H’ appartient au cercle aereeD et rayon OK. D'ou
la construction des deux points.
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EXERCICE 2 5 points Pour les candidats ayant suilienseignement de spécialité
l.a. Le triangle AMB est un triangle rectangle isocéteM donc MB = MA donc AB = 2 MA? soit AB = ﬁAM

s, la similitude directe de centre A qui transformesMB donc le rapport dg est% = ﬁ
L'angle de la similituds; est (AM , AB ) = g + 2k Tt (k OZ)

de méme le triangle OBN est un triangle rectarspeéle en N donc ON = BN donc @B 2 ON? soit OB a/EON

s, la similitude directe de centre O qui transformerBN donc le rapport d& estg— = ——=—
L'angle de la similituds, est (OB, ON) = E + 2k 1t (k OZ)

1.b. r=s,°s;doncr(M)=s,°s;(M)=s,(B)=N

Le triangle OPA est rectangle en P isocele de digast donc : OA =\/E AP = ﬁOP et | est le milieu de OA donc Al = OI%

OA
soit Al = Ol :% x \[2 AP donc AP =,/ 2 Al et (Al, AP ) :E + 2kt (k 0Z) doncsy (I) = P

etOl = \/2_2 OP et (OP OI) = Z + 2kt (k OZ) doncs, (P) =l doncs, ° sy (1) =s, (P) =1

1.c. Lacomposée de deux similitudes directes essimiitude directe de rapport le produit des rappet d’angle la somme des
angles.

- . : : T T _ T
Le produit des rapports dg ets; est 1 done; ° s; est un déplacement (rotation ou translation) dta%; + 1 = > donc est une
. s : N . .
rotation d’anglez. Une rotation admet un seul point invarians gt s; (I) = | donc | est le centre de la rotatiep-° s;.

. T
r est une rotation d’angIeZL de centre I.

1.d. Le triangle OPA est rectangle en P isocéle de danct, | est le milieu de I'hypoténuse donclestentre du cercle circonscrit

au triangle OPA (IP =10 = IA) et le pied de la teur issue de P soi@ , ﬁ’) = g + 2kt (k OZ) doncr(O) = P

1.e. r(M) =N etr(O) = P donc I'image de la droite (OP) par la riotat est la droite (MN) etOP , MN) = g donc les droites
(OM) et (PN) sont perpendiculaires.

2. En utilisant les nombres complexes

a. S a pour écriture complex® —z= \/_2 ei71 (z—zp) sOitz;=(1+i)@-2)+2donz; = (1 +i)z—2i

J_

S, a pour écriture complexg —zo= e & (z—2zp) soitz, = —(1 +i)z

3, @+2i)(@a-i)_9+3i
2 2+i)(1-i) 4

b. sl(M):Bdoncg+i:(1+i)zM—2id0nc(1+i)zM:g +3i:g(1+2i)soitz,v|:

1 ~ (3 . 1 5.
s, (BY=Ndonczy= =1 +10)|=+i|==+—i
.®) = 3@ (3i)= 343

Zy ~ 2o

T e Zy —Zp
C. Zzp=1-i, OM,PN)=arg ———

orzy—2zp=—+—i—-(1-1D)=——+—1
J ZN—2Zp | ( |)

Zy—Zp _ —-3+9i _ -1+3i
Zy — 2o 9+ 3i 3+i

=idonc (W , W\I) = g donc les droites (OM) et (PN) sont perpendicutaire

X (—%j + %xg = 0 donc les droites (OM) et (PN) sont

NG o)

On pouvait aussi calculer le produit scalai@Vi . PN=
perpendiculaires.
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Figure exercice 2
Pour les candidats n'ayant pas suivi I'enseignemermte spécialité

Figure exercice 2
Pour les candidats ayant suivi I'enseignement de épialité
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EXERCICE 3 4 points

64
P(ABD) = 5 X — = — |e joueur gagne 0 point

9 81

Commun a tous les candidats
1.a. Quatre trajets sont possibles :

8.1 8 :
P(ABE) = 5 X 5 = a le joueur gagne 10 points

1 8
P(ACF) =§ X — = — le joueur gagne 10 points

9 81

P(ACG) —l ><1 = i le joueur gagne 20 points
9 9 8] J gag p

X prend les valeurs 0 ; 10 ; 20 d’ou la loi de @bitité de X :

X 0 10 20 Total
64 16 1
X=X — — — 1
p( ) 81 81 81
X p()( = X) 0 @ @ @
81 81 81
180_ 20
b. E(X) = 0x p(X =0) + 10x p(X = 10) + 20x p(X = 20) donc E(X) =§ = ry
C. Soit | 'événement : « la bille a suivi la branchA€ » et J I'événement « le joueur a marqué 10 poinalors In J est
I'événement « la bille a suivi la branche ACF »
8
ACn (X =10 AC 31 1
Px=10(AC) = L E ) - A _F) =81 -=
p(X =10) p(X =10) 16 2
81

2.a. On aune succession de 8 expériences aléatoirgtigides et indépendantes, chacune d’elles a deugss

le joueur gagne cette partig£ Sil)

le joueur ne gagne pas cette pamj@(g—(i)

donc la variable aléatoire qui compte le nombrealties gagnées suit une loi binomiale de paramé&es—l).

-1

p(X = 2) = 0,004

b.  p(X>1)=1-p(X =0)=1-0,905 = 0,095
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EXERCICE 4 5 points Commun a tous les candidats

PARTIE A
On considére la fonctiohdéfinie sur l'intervalle ] 0 ; +o [ par :f (X) = Inx— 2 +x.
1. Iim0 INnX=-00 donclim0 f(X) =0

x>0 x>0

f(x)=x(|n—x+1j—20r lim In—X=0 donc lim f(x) =+
X

X -+ ¥ X - + 00

2. f est la somme de deux fonctiox { — 2 +x etx - In x) définies dérivables suiintervalle ] 0 ; +oo [ doncf est définie
dérivable sur l'intervalle ] 0 ; 4o [ .

f'(x) = 1 +1or x>0 dond’(x) > 0, f est strictement croissante sur l'intervalle 4% [.
X

X 0 + o0
f'(%) +
+ oo
f
— 00
3. f est définie continue strictement croissante satefvalle 10 ; +o [, f (] 0; +o0 [) = R donc I'équatiorf (x) = 0 admet une

unique solutioru dans I'intervalle 1 0 ; +o [.
Avec la calculatrice, on trouvg1,55)= - 0,011 ef (1,56)= 0,004 donc 1,55 a < 1,56.

PARTIE B
1. E est le point d’intersection de la couet de la droite D donc son abscisse est soluioim® = 2 —x soit def (x) = 0 donc
son abscisse eatet son ordonnée 2& Les coordonnées du point E samt; 2 —a).

2. Soitl=f1u In xd x.

a. La fonction In est positive surd ; + o [ donc | est une mesure de I'aire du domaine phaiié par I'axe des abscisses, la
courbe dd et les droites d’équations= 1 etx = a.
Soitu'(x)=1 alors u k Fx

. 1 doncl = [ xInx]{ - Xxld)(:[xmx]a_ 1.dx
Soitv(x) =In x alors v 'k)== ! N X . N
X

l=alna-[x]] =alna-@-1)=alna-a+1.
c. f(a)=0.donclm=2-adoncalna=2a—-a?doncl=-a?+a+1.

2 2
3. A:I+J. (2—x)dx=|+[2x—%x2} :—(x2+a+1+2—20(+%0(2
a

a

A=—lo2_g+3
2

| | |
1 1 1
__f0s&8) ____ Lo [ d
] ] ]
] ] ]
| | |
| | |
0.4 | | |
———y————— T————— =—-—— q—————
1 1 1
] ] ]
] ] ]
] ] ]
0.2 | | |
S ey H rTTTTA [ T
| | |
| | |
1 1 1
I:l ] ] ]
2 u] :D.2 :EI.-I- :EI.I3
| | |
| | |
0= | | |
i T-=—=—7 | T T
] ] ]
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EXERCICE 5 3 points Commun a tous les candidats

PARTIE A

1. g est dérivable en 0 dor!]tmow =¢g'(0) or g'(0) = g(0) doncrl]imow =
— h —_—

or g(x) = e* etg(0) = 1 donc en remplacant daﬂmow =g(0), on obtientllqim0 © - !

h

2. f0)=— orlim &1 =1 donclim f () = 1.
e -1 h-0 x-0
X
PARTIE B
1 12 n-1 1-q"
1.  Soitg=e",q#1ldoncl+en +e" + .+ en :1+q+q2+...+q”‘1:1— =
—-q
1
12 n-1 - —
Uup=—[l+e"+e"+ .+ e" }:lx 1 elz(l—e)x n . :(e—l)f(l].
n = = n
- l1-en 1- e
lim f(x) =1
X-0 . 1 .
2. 1 = lim f(—jzl donc lim u,=e-1
|Im_:0 n - +o n n- +o
n+wn

la suite (1,,) converge vers e — 1.

g(0)

1.
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