Soit a et b deux entiers naturels non nuls de I’ensemble E = { a x — by avec x et y appartenant a Z}. On pose E* = E N N*

E " est donc I’ensemble des entiers naturels non nuls de la forme a x — by avec x et y appartenant a Z}.

1. Démontrer que E ¥ est non vide, en déduire qu'il admet un plus petit élément noté d, ainsi il existe deux entiers relatifs x ; et
yotelque:d=axo—by,.

2. Démontrer que tout multiple de d est un élément de E

3. Soit n un élément de E et r le reste de la division euclidienne de n par d. Démontrer que r est, comme n, un élément de E.
L’entier n peut-il appartenir a E* ? En déduire que r = 0 et que n est multiple de d

4, En déduire que E est I’ensemble des multiples de d (noté d Z)
5. Démontrer que a et b appartiennent a E. En déduire que d est un diviseur commun de a et b
6. Démontrer que si d * est un diviseur commun positif de a et b alors d* divise d et par suited’ <d

(Indication:d=axo—byyg)
7. Qu'en déduit-on sur d ?
CORRECTION

1. Sia>0etx=1ety=0alorsax—-by=adonca e E", E" est non vide.
Sia<Oetx=-lety=0alorsax-by=-adonc—a e E", E" est non vide.

E " est un ensemble non vide d’entiers naturels donc admet un plus petit élément strictement positifd, d <| a|
Il existe donc deux entiers relatifs xq et yo tel que : d =ax,—b .

2. Soit n un multiple de d, il existe donc un entier relatif ptelquen=dpdoncdp=p (@axeo—byg)soitn=a(pxoe)-b(pYyo)
n=a(pxg)-b(pyo)avec (pxo)et(pyo) entiers relatifs donc n € E. Tout multiple de d est un élément de E

3. Dans la division euclidienne de n par d, il existe deux entiersret qtelsquen=dqg+ravec0<r<d

n € E donc il existe u et v entiers relatifs telsquen=au-bvord=axg—byesdoncr=au-bv-(axe—-byy)
r=a(U-xo)-b(v-yo)doncreE 0<rdoncreE"

r < d or dest le plus petit élément non nul de E* donc r =0, donc n=d q, n est un multiple de d.

4. E contient tous les multiples de d (question 2) et tout élément de E est un multiple de d (question 3) donc E est I’ensemble
des multiples de d.

5. Six=1lety=0alorsax—by=adonca < E ordonc E est I’ensemble des multiples de d donc a est donc un multiple de d
deméme:six=0ety=—-1alorsax—-by=bdonch € E donc b est donc un multiple de d
d divise a et d divise b donc d est un diviseur commun de a et b

6. Si d”’ est un diviseur commun positif de a et b alors d’ divise axq—byq, 0rd=axqo—bygydonc d’ divise d
d est un entier strictement positif et d * divise d donc d” <d.

7. d est un diviseur commun de a et b donc d divise PGCD(a ; b)
Tout diviseur commun positif de a et b divise d en particulier PGCD(a ; b) divise d
d est un entier strictement positif et d divise PGCD(a ; b) et PGCD(a ; b) divise d donc d = PGCD(a ; b)

Théoréme de Bézout Brachet
Si a et b sont deux entiers naturels non nuls, si d = PGCD(a ; b) alors il existe deux entiers relatifs xo et yotelsque d =axo—by,.



