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Moyennes

On note a et b deux réels stri
tement positifs.

On dé�nit m =
a+ b

2
et g =

√
ab les moyennes arithmétique et géométrique des nombres a et b.

La moyenne harmonique h des nombres a et b est dé�nie par
2

h
=

1

a
+

1

b
.

Montrer que l'on a : h =
2ab

a+ b
.

Partie A

Dans 
ette partie, on prend a = 40 et b = 10.

1. Cal
uler m, g et h.

2. Véri�er que : a > m > g > h > b.

Partie B

Dans 
ette partie, on suppose que a > b > 0.

On va démontrer, uniquement par des 
onsidérations géométriques, que a > m > g > h > b.

1. a. Pla
er sur une droite trois points A, B et C dans 
et ordre tels que AB = a et BC = b.

b. Tra
er un demi-
er
le C de diamètre [AC℄ ; on appelle O son 
entre.


. La perpendi
ulaire à (AC) passant par B 
oupe C en M et la perpendi
ulaire à (OM)

passant par B 
oupe (OM) en G.

Pla
er les points M et G.

2. Démontrer que OM =
a+ b

2
; en déduire que a > m > b.

3. a. Démontrer que les angles B̂MC et M̂AB sont égaux.

b. Exprimer la tangente de l'angle M̂AB dans le triangle MAB.

Exprimer la tangente de l'angle B̂MC dans le triangle BMC.

En déduire que MB

2
= AB× BC et don
 que MB = g.


. Déduire en�n que m > g.

4. a. En utilisant des relations trigonométriques dans les triangles re
tangles OMB et GMB,

démontrer que MB

2
= MG×MO.

b. En déduire que MG = h puis que g > h.


. Démontrer en�n que MG > BC, autrement dit que h > b.

On pourra utiliser les égalités MO = MG+GO et de OC = OB+ BC.

5. Con
lure.

FH � 1 �

http://latexetmath.canalblog.com
mailto:francois.hache@free.fr


http://latexetmath.
analblog.
om 11 janvier 2017

Moyennes � Corre
tion

2

h
=

1

a
+

1

b
⇐⇒

2

h
=

b+ a

ab
⇐⇒

h

2
=

ab

a+ b
⇐⇒ h =

2ab

a+ b

Partie A

Dans 
ette partie, on prend a = 40 et b = 10.

1. m =
a+ b

2
=

40 + 10

2
= 25 ; g =

√
ab =

√
40× 10 =

√
400 = 20 et

h =
2ab

a+ b
=

2× 40× 10

40 + 10
=

800

50
= 16

2. 40 > 25 > 20 > 16 > 10 don
 a > m > g > h > b

Partie B

Dans 
ette partie, on suppose que a > b > 0.

1. On 
onstruit la �gure :

OA C

M

C

B

G

a b

2. • [AC℄ est un diamètre du demi-
er
le et [OM℄ est un rayon don
 AC = 2OM 
e qui

veut dire que OM =
AC

2
. On peut dire aussi que AC = AB+ BC = a+ b.

Don
 OM =
a+ b

2
est la moyenne arithmétique m de a et de b.

• OM = OA < a et OM = OC > b don
 a > m > b.

3. a. Rappel � On appelle � angles 
omplémentaires � deux angles dont la somme des mesures

vaut 90�.

• Par 
onstru
tion le triangle MBC est re
tangle en B don
 les angles B̂MC et M̂CB

sont 
omplémentaires.

• Le triangle AMC est ins
rit dans un 
er
le de diamètre [AC℄, don
 il est re
tangle

en M ; les angles M̂AB et M̂CB sont don
 
omplémentaires.

• Des deux points pré
édents, on déduit :

B̂MC+ M̂CB = 90�

M̂AB+ M̂CB = 90�

}

don
 B̂MC = M̂AB
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b. Rappel � Dans un triangle re
tangle : tangente (angle non droit) =

�té opposé


�té adja
ent

.

• Dans le triangle MAB : tan M̂AB =
MB

AB

.

• Dans le triangle BMC : tan B̂MC =
BC

MB

.

• B̂MC = M̂AB don
 tan B̂MC = tan M̂AB 
e qui équivaut à

MB

AB

=
BC

MB

et don


MB

2
= AB× BC = ab.

Don
 MB =
√
ab et don
 MB est la moyenne géométrique g de a et de b.


. Dans le triangle OMB re
tangle en B, le 
�té [OM℄ est l'hypoténuse don
 
'est le plus

grand 
�té du triangle don
 OM > MB et don
 m > g.

4. a. Rappel � Dans un triangle re
tangle : 
osinus (angle non droit) =

�té adja
ent

hypoténuse

.

• Dans le triangle OMB re
tangle en B : cos ÔMB =
MB

MO

.

• Dans le triangle BMG re
tangle en G : cos ĜMB =
MG

MB

.

• Les angles ÔMB et ĜMB sont les mêmes, don
 leurs 
osinus sont égaux et don
 :

MB

MO

=
MG

MB


e qui équivaut à MB

2
= MG×MO.

b. • MB

2
= MG×MO don
 MG =

MB

2

MO

.

• D'après les questions pré
édentes, MB

2
= ab et MO = m =

a+ b

2
don


MG =
ab

a+ b

2

=
2ab

a+ b
= h moyenne harmonique de a et de b.

• Dans le triangle MBG re
tangle en G, l'hypoténuse est [MB℄ don
 
'est le plus

grand 
�té du triangle ; on en déduit que MB > MG = 
e qui veut dire que g > h.


. Dans le triangle OGB re
tangle en G, l'hypoténuse est [OB℄ don
 
'est le plus grand


�té ; don
 GO < OB 
e qui entraîne MG+GO < MG+OB.

OC = MO don
 OB+BC = MG+GO don
 OB+BC < MG+OB et don
 BC < MG;

on en déduit que MG > BC 
'est-à-dire g > h.

5. On a démontré su

essivement : a > m > b, m > g, g > h et h > b.

On peut don
 en déduire que a > m > g > h > b.

FH � 3 �

http://latexetmath.canalblog.com
mailto:francois.hache@free.fr

