Antilles Guyane septembre 2007

EXERCICE 1 6 points  Commun a tous les candida

Les trois parties de cet exercice sont indépendk

Une urne contient 15 boules identiques indiscessaal toucher de couleur noire, blanche, ou r
On sait de plus qu'il y a au moins deux boulesltigoe couleur dans I'urn

On tire au hasard simultanément 2 boules dansd’atron note leur coule

Soit I'évenement G : « obtenir deux boules de mémaeur »

Partie A

On suppose que I'urne comie3 boules noires et 7 boules banc

Calculer la probabilité de I'évenement G.

Partie B

On noten, b etr le nombre de boules respectivement noires, blarethesiges figurant dans I'ur
1. On notegy (n, b, r ) la probabilité en fonction c¢n, b etr de I'événement G.

Démontrer queg (n, b, r) = 2—10[n (n=1)+b(b-1) +r (r - 1)].

2. Le but de cette question est de détermn, b etr afin que la probabilit§ (n, b, r ) soit minimale

L'espace est muni d'un repere (65, I ,IZ) orthonormal

Soient les points N, B et R de coordonnées respmsc(il! ; 0 ;0), (0; 15; 0) et (0; 0 ; 15) et soit M le potte coordonnéen, b, r ).

On pourra se rapporter a la figure ci-dessous.
a. Justifier qu’une équation cartésienne du plan (NB®x+y+z—- 15=0.
b. En déduire que le point M est un point du plan ()

C. Démontrer que (n, b, r ) = Z_io(OM 2-15).

d. Soit H le projeté orthogonal du point O st plan (NBR).Déterminer les coordonnées du poin
e En déduire les valeurs deb etr afin que la probabilitg (n, b, r ) soitminimale. Justifier que cette probabilité minimakt
. L2
égale a=.
g 7

Partie C

On suppose que les nombres de boules de chaquaucout été choisis par I'organisateur d’'un jeutalle sorte que la pbabilité

de I'événement G soig

Un joueur misex euros, avex entier naturel non nul, puis tire siminément au hasard deux boules de I'urne. Dans &susds, i

perd sa mise de départ.

S'il obtient deux boules de la méme couleur, iloiek fois le montant de sa mise, adenombre décimal strictement supérieur :

Sinon, il ne recoit rien.

On note Xla variable aléatoire égale au gain algébriqueodeyr

1. Calculer I'espérance E(X) de la variable X en famttdex et dek.
2. Déterminer la valeur depour laquelle le jeu est équitat
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EXERCICE 2 5 points  Pour les candidats n’ayant pasuivi 'enseignement de spécialité

Partie A
N o(1+i)=1+3i
1. Déterminer le nombre complexdel que :
ia?= —4+3i
2. Pour tout nombre complexzeon pose f (2) =z? - (1 + 3i)z+ (- 4 + 3i).

Montrer quef (2) s’écrit sous la formez(- a) (z - i ).
En déduire les solutions sous forme algébriqueédgiationf (2 = 0.
Partie B

Le plan complexe est rapporté & un repére ortho@dd¢enu , v), unité graphique : 5 cm.

1. On considére les points A et B d'affixes respes :a=2 +ietb=-1+ 2.
Placer A et B dans le repéere et compléter la figuréur et & mesure.

Montrer queb = i a, en déduire que le triangle OAB est un triangbedde rectangle tel queCTA ,68) = ’_2'[
2. On considére le point C d’affixe= - 1 +%i.

Déterminer I'affixe du point D tel que le triangBECD soit un triangle isocéle rectangle tel q@ ,0OD) = >

On pourra conjecturer I'affixe de D a I'aide deigure pour traiter la question suivante.

3. Soit M le milieu de [CB]. On appelleg; et z; les affixes respectives des vecte@sl et DA.
Zow 1

Prouver que —* = =i,
Zzx 2

4.  Donner une mesure en radians de 'an§i& (OM ).

5. Prouver que OM :%DA.

6. On appelle J, K et L les milieux respectifs degments [CD], [DA] et [AB].
On admet que le quadrilatere JKLM est un parall&logne. Démontrer que c’est un carré.

EXERCICE 2 5 points ~ Pour les candidats ayant suiiienseignement de spécialité

ABC est un triangle équilatéral tel quA_Iig , A_CE) = g +2kz kO Z.

Soitt un nombre réel fixe et soient les points M, N gtl€ux a deux distincts, définis pm =t AB , BN =t BC et CP=tCA.

Le but de l'exercice est de démontrer I'existenemed unique similitude directe qui transforme les points A, B et C en
respectivement M, N et P, et d'en préciser les éfdsncaractéristiques.

On munit le plan d'un repére orthonormal (lb{/) direct.
On notea, b, ¢, m, n etp, les affixes respectives des points A, B, C, MgtN\P.

1. On rappelle que toute similitude conserve le bariee

a. Exprimerm, n etp en fonction de, b, c ett .

b. En déduire que les deux triangles ABC et MNP ontneé&entre de gravité.
On notera G ce centre de gravité.

C. On suppose que existe. Déterminer I'image de G par

2. On considére la rotatiande centre G et d‘angl%sE .

a. Vérifier que M est le barycentre du systeme detpdiy(1 —t) ; B(t )}, et en déduire que(M) = N.
On admet de méme quéN) = P etr (P) =M.

b. Soito 4, la similitude directe de centre G de rapp%ﬁ’\:? et d'angle G_A , @i).

Montrer qu’elle transforme les points A, B et Crespectivement M, N et P.
C. Conclure sur I'existence et |'unicité de
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EXERCICE 3 5 points  Commun a tous les candida
Question de cours

Soit | un intervalle d&.

Soientu etv deux fonctions continues, dérivables sur | tellesu’ etv’ soient continues sur .
Rappeler et démontrer la formule d’'intégration parties sur un intervallea ; b] de |.

Partie A

Soitf une fonction définie et dérivable sur I'intervdlle; 1]. On notef ’ la fonction dérivée de.
On suppose quie est continue sur I'intervalle [0 : :
1. Utiliser la question de cours pour montrer ¢

[ fodx=f@)- [ xf(9dx ad

2. Endéduire que[ (f(x)- fM)dx=—[ xf(xdx

Partie B
On désigne par In la fonction logarithme népé

. . e . +
Soitf la fonction définie sur I'intervalle ] — 22 [ par :f (X) = In @ X] . 2 4
- X
Soit & la courbe représentative diesur l'intervalle |- 2 ; 2 [ dans un repére
orthonormé d’unité graphique 2 cm. N
1. Déterminer les limites deaux bornes de son ensemble de défini
2.a. Montrer que pour tout réelde l'intervalle -2 ;2[ona: 7
4
f'(x) = . : : 4 : :
( ) 4-x? -2 -1 I 1 2

b. En déduire les variations @sur l'intervalle —2; 2 [.
Partie C a4

La courbeZ est tracée sur la feuille annexe.

Hachurer sur cette feuille la partie P du plan tiarée des points M ; y) tels
que O<x< letf () <y<In3.

En utilisant la partie A, calculer en étaire de P

EXERCICE 4 4 points  Commun a tous les candida

Soitv = (V) n= 0 UNe suiteOn considére la suiu définie pour tout entier naturelparu,= e~ " +1.

Partie A

Pour chacune des questions, quatre propositiongpsogmosées dont une seule est ex

Pour chacune des questions donner, sans justificdd bonne réponse sur votre cc

Une bonne réponse donne 0,75 point, une mauvgiemsé enléve 0,25 pointl'absence de réponse est comptée O .
Tout total négatif est ramené a zéro.

1. a est un réel strictement positif et In désigne lacfon logarithme népérie
Sivg=Inaalors:
1 1 —a
a. Up=— +1 b. Upg= — C. up=-a+1 d. Up=e °+1
a a+l

2. Siv est strictement croissante, alors :

a. u est strictement décroissante et majorée
b. u est strictement croissante et minorée |
o u est strictement croissante et majorée |
d u est strictement décroissante et minorée

Siv diverge vers +o, alors :

u converge vers 2

u diverge vers +o

u converge vers 1

u converge vers un rééltel quet > 1

ocpopw

Siv est majorée par 2, alors :
u est majorée par 1 +é
u est minorée par 1 +¢&
u est majorée par 1 +e
u est minorée par 1 +%

cooo A

Partie B (1 point)
Démontrer que pour tout entier naturel non nuladr (u,) +v,> 0.
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CORRECTION
EXERCICE 1 6 points  Commun a tous les candidats

Partie A
L'urne contient 3 boules noires et 7 boules banee®nc 15 — (7 + 3) = 5 boules rouges.

15
On est en situation d'équiprobabilité, le nombrecds possibles e%tz] =105
. . ~ . 3 . .
Si I'on obtient deux boules de méme couleur oniazboules blanches (nombre de cas favora I2e = 3) soit 2 boules noires

7 5
(nombre de cas favorabl%sz] = 21) soit 2 boules rouges (nombre de cas fam{sz = 10) donc le nombre ce cas favorables est
34
3+ 21 +10=34donc p(G)=—.
105

Partie B
1. L'urne contient n boules noires et b bouleschas et r boules rouges.

15
On est en situation d’équiprobabilité, le nombrecds possibles e%tzj =105

)

Si I'on obtient deux boules de méme couleur onieXboules blanches (nombre de cas favora@e} = b(bT_l) soit 2 boules

noires (nombre de cas favorab(egs] = @) soit 2 boules rouges (nombre de cas favora{bﬁz%sz r(r_z—l)) donc le nombre
ce cas favorables Csbt(b_l) + n(n-1) + ! () -1 [N(h=1)+b(b-1) +r (r - 1)]
2 2 2 2
1 1 1
donc p(G) =——x=[n(n—-1) +b(b—-1) +r (r — 1)]doncg (n,b,r )= ——[n(n—-1) +b (b - 1) +r (r - 1)].
p()1052[( ) +b(b—1) +r (r - 1)] doncg ( )210[( ) tb(b=1)+r (r-1)]

2.a. Soit P le plan d'équatiorn+y+z-15 = 0. Les coordonnées de N, B, R vérifientec&tfjuation donc ces trois points

appartiennent au plan mB a pour coordonnées (— 15 ; 15 ; O)NRR a pour coordonnées (— 15 ; 0 ; 15), ces vectesont pas
colinéaires donc les points N, B, R définissenplam donc P = (NBR) une équation cartésienne du @N8R) esx +y +z— 15 =0.
b. L'urne contient 15 boules donc n + b + r = 1hdte point M est un point du plan (NBR).

. OMZ:n2+b2+r20rg(n,b,r):2—]1'0[n(n—1)+b(b—1)+r(r—l)]zzi[nz—n+b2—b+r2—r]

10
1 2, 124 2 1 2, 12, .2 1 2
doncg(n,b,r)=—[n“+b“+r°—=(n+b+r)]=—[n“+b“+r“-=15]=——(OM*“ - 15).
a( ) 210[ ( )1 210[ ] 210( )

d. Un vecteur normal au plan (NBR) est le vectaude coordonnées (1 ; 1 ; 1). H le projeté orthogdnapoint O sur le plan

(NBR) donc il existe un réel k tel qu@H = kn donc H a pour coordonnées (k ; k ; k).
H O (NBR) donc k + k + k— 15 = 0 soit 3 k — 15 = (hdk = 5, les coordonnées du point H dont (5 55 ;

e g(nb,r)= 2—10(OM 2~ 15). La probabilitg (n, b, r ) est minimale quand OFRfest minimale.

La distance minimale du point O & un point M dunplBlBR) est la distance de O au projeté orthogdadD sur ce plan soit H, donc
g (n, b, r) est minimal quand M = H soitquandn=b =r.=5

La probabilité minimale est égale—g'— (5%x 3 - 15) - 60 _ Z
210 210 7
Partie C
1. Si deux boules de méme couleur sortent, leujougagnek x et perd x donc le gain est x{kl1) et dans le cas contraire le
« gain » sera de x La loi de probabilité de X est :
f — X X (k= 1) Total
5 2
X = = - 1
p(X=1) - =
5 2 5 2_1
fp(X= -X= X (k-1)x = —X=+x(k-1)x===x[2k-7
p(X =1) k=1)x 2 S Txk=1)x— =2 x| ]

E(X)=%x[2k—7]

2. le jeu est équitable quand E(X) = 0 soit qulanrdg.
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EXERCICE 2 5 points  Pour les candidats n’ayant pasuivi 'enseignement de spécialité

Partie A

1. a(l+)=1+3ica@+)(@L-i)=(L+30)(L-i} 20=4+2ic a=2+i

2 N2 : , P , , o(1+i)=1+3i _

a°=(R2+)*=4+4i-1=3+4idoncdi“=-4+ 3idonc la solution esta =2 +i

ia?= -4+3i

2. Pour tout nombre complexe(z-oa) (z-ia)=z?—z (ija+a) +ia’=z’-za (1 +i) +ia?
o(1+i)=1+3i _ 2 : : ,

or ) 3 donc g-o)(z-ia)=z"-(1+3i)z+(-4+3i)donconpose (2 =(z-a)(z-iw)
o= —4+3i

f@=0=(z-0)(z-ia)=0= z=0ao0OUuz=iad = z=2+iouz=-1+2i

Partie B

1. ia=i@+i)=-1+2i=b

b:io(donc|b|:|ti>(|:|0(|doncOA:OBet(()—A,O—B):arg(E donc(ﬁ,@):argidoncﬁ,O—B):g.

a

Le triangle OAB est un triangle isocele rectangleque (ﬁ ,53) =

Nig

2. On considére le point C d’affixe= - 1 +%i.
Si le triangle OCD soit un triangle isocéle rectangl que OC ,0D) = 2 alors D est I'image de C par la rotation de ceqre

d'angleg doncd=i C:—-1 —i

oM

3. M est le milieu de [CB] done-. = %(b +¢c)=-1 +§i

. 1. .
Z-.=d-a= —2—2|doncE| Zo; :—1+%|: Zs donc :

Z5

4. (ﬁ,m):arg[ M]donc(ﬁ,m):g

DA
DA

1. 1 1
5. EI 2o = Zg doncE | Zx [ =1 Zg | donc OM :EDA'

6. J est le milieu de [CD] donc a pour affi%e(c +d) = —:31 —%i . K est le milieu de [AD] donc a pour affix% (a+d)= %

q 3.1 _13.d . d — zjkd v i A
oncz —§+Z| etz ——Z+—2| onczy =iz, onc(JM,JK)—argZ onc (UM ,JK) = argi
M
— T N . . . s P
(IM ,JK) = P et|zy | =|z;; | donc le quadrilatere JKLM est un parallélograntguea un angle droit et deux cotés consecutifs

égaux donc est un carré.
B

.

J\/O
d
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EXERCICE 2 5 points Pour les candidats ayant suilienseignement de spécialité
1.a. AM =t AB se traduit en termes d’affixes pan-a=t(b-a) -« m=a+t(b-a)=(1-t)a+tb

De mémeBN =t BC - n:(l—t)b+tceta5:ta& =p=(1l-t)c+ta

b. G centre de gravité du triangle ABC a pour affixe :—13 (a+b+c)
Orm+n+p=(1-ta+tb+(1-t)b+tc+(1-t)c+ta=a+b+c

Le centre de gravité du triangle MNP a pour affié((am +n+p)= :—13 (a+b+c)=g
Les deux triangles ABC et MNP ont méme centre dwitf.

C. Les images respectives de A, B et C paont M, N et P. Comme les similitudes conserverttdeg/centre, I'image pas du
centre de gravité du triangle ABC est le centrgmwité du triangle MNP donz(G) = G.

2. Soit la rotatiorr de centre G et d’anglezslr.

a. AM =tAB = (1-t) MA +tMB =0 or 1 —t+t# 0 donc M est le barycentre du systéme de poids {(-t) ; (B :t)}.

De mémeBN =t BC donc N est le barycentre du systéme de points {(Bt) ; (C ;t)}.

La rotationr transforme A en B, et B en C.
Une rotation conserve le barycentre, don¢M) est barycentre du systéme {(B, 1 }; (C ,t)} soit r(M) = N.

b. Soito 4, la similitude directe de centre G de rapp%ﬁ'\'g et d’angle @& , GM ).

o 1, la similitude directe de centre G de rapp%t'\lg et d'angle @ . @i) donc GM = gl\:

x GA donco 4(A) = M

ABC est un triangle équilatéral tel quaé , E) = 2 + 2k, kO Z doncr transforme AenB,Ben C,Cen A, Men N, N eetP®
enMdoncGenG

GM _ GN — = == ==
donc GM = GN et GA = GB doncG—A: GB de plus GA,GM) = (GB, GN) donco;(B) = N.

de mémeo 1 (C) = P.
C. Il existe donc une similitude transformant A etiBrespectivement M et N.

Comme il n’existe qu’une similitude transformanugepoints distincts en deux points distincts, kaibiude unique transformant A,
B et CenM, N etP est la similitude
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EXERCICE 3 5 points  Commun a tous les candidats
Question de cours

La dérivée deiv estu’ v+Vv udoncu’ v=(uv) —V udoncj.: u'(xvXd X:I: (uy(yd x—j: ¢ X i xd >
u v est une fonction continue dérivable sair, p] ; une primitive de v)’ estuv donc :

[Pueovyd x=[ Wy A x]° -]  ex )X o

Partie A

u'(x)=1 alors u(x)= x _ . .
1. En posan la formule d’'intégration par parties donne :
v(X)= f(¥ alors v'(x)= f'(X)

j: f(x) dx=] xf(x)]j)—jo1 X F(3d> = [ F9dx=f(1)-[ xt(xdx

2. (1) estune constante dofc. f(1)dx =f(1)donc:[ f(xdx=[_ ft@dx-[ xf(xdx

soit [ f(9dx— [ f@dx=-[ xf(gdxdonc:| [f(¥-f@®ldx == xf(ydx

Partie B
1. dim [ 2] Z0et lim Inx=—o donc fim f(x) = —e
PR 330 I3

. 2+X . .
Ilm( =+oet lim Inx=+oc donclim f(x) = +o0
X - + o0 X - 2

xX<2

2.a. Soitu(x) = 2*X alorsu’(x) = (2=x)-( 1)2(2+ X )= 4 5. (¥ = u(x = 4 5 X 2- Xdonc pour tout réel de
2-X (2-x) (2-x) ux) (2-x)° 2+ x

lintervalle] -2 ;2[onaf’(x) = 2 4 5

b. pour tout réek de l'intervalle ] - 2 ; 2 [ on a : — 2x< 2 doncx? < 4 dond '(x) > 0.

f est strictement croissante sur l'intervalle ] =22].

Partie C
P est le domaine obtenu en retranchant a I'aireedtangle de longueur 1 et de largeur In 3, I'divedomaine limité par I'axe des

abscisses, la courbe figles droites d’équation=0 etx=1donc A=1In 3 —I: f(x)dx =f(1) - j: f(x)dx

Donc A=~ [f(x) - f(D]dx

J'l[f(x)—f(l)]dx=_'[1xf'(x)dx=—'|‘1 4X2dx.Lafonctionx_>— 4X2estdelaformeﬂouu:x_>4—x2donc
0 0 0 4-x u

une primitive de la fonctior — — est la fonctiorx - 2 In (4 —x?)

2

j:[f(x)— fQ]dx=2In(4-1)-2IN4=2In3-41In2donc Aldn 2 — 2 In 3 unités d'aire.

Le repére est orthonormé d'unité graphique 2 cntdana. =4 cnfdonc A=4(4In2-2In3)=16In2-8In3&tm
soit A= 2,3 cnf

Antilles Guyane Septembre 2007 7



EXERCICE 4 4 points  Commun a tous les candidats

Partie A
. 1 1
1. Sivp=Inaalors -vg=—Ina=In| = | doncug=— +1
a a
2 Siv est strict t croi te, alokg<Vv,< d Loesem L, htl>e Mt +1>1
. iv est strictement croissante, alokg<V,<V,:1 oncg e e >Odoncl+5 e e

soitu, >u,.1> 1 doncu est strictement décroissante et minorée par 1.

3. Siv diverge vers +o, alors lim —v,=—wor lim e*=0donc lim e " =0donc lim u,=1,uconverge vers 1.
n- +o X - — o0 n - +oo n - +o
4. Siv est majorée par 2, alors : pour taute N,v, < 2 donc -v, > — 2 donce” " > e ?soitu, > e ?+ 1,

u est minorée par 1 +€é.

Partie B
Inuy)+vpy=In[e™™ +1]+v,=In[e " (e + 1)]+v,doncIn () +v,=In(e ") +In(e" +1)] +v,

In(uy) +v,=In (e’ + 1) or pour touk réel, & > 0 donc pour tout entier naturel non nel? + 1 > 1 donc pour tout entier naturel
non nul, In @) +v,>0.
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