Ameérique du Nord juin 2007

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal_l:(, \»/) unité graphique : 1 cm.

On fera une figure que I'on complétera tout au ldaget exercice.

Soient A, B et C les points d'affixes respectiaes3 +5ib=-4+2iec=1+4i.

Soitf la transformation du plan dans lui-méme qui, & pmint M d'affixez, associe le point Ml'affixeZ définie paiz = (2 - 2 i)z+ 1.

1. Déterminer la nature et les éléments caradtfuiss def .
2.a. Déterminer l'affixe du point’Bmage du point B pdr.
b. Montrer que les droites (OBt (CA) sont orthogonales.
3. Soit M le point d'affixg =x + iy, ol on suppose queety sont des entiers relatifs.
Soit M’ I'image de M paf .
Montrer que les vecteulGM' et CA sont orthogonaux si et seulement $i3y = 2.
4, On considere I'équation (Ex + 3y = 2, oux ety sont des entiers relatifs.
a. Vérifier que le couple (- 4 ; 2) est une solutin(E).
b. Résoudre I'équation (E).
C. En déduire I'ensemble des points M dont les dmunées sont des entiers appartenant a l'interfralfe; 5] et tels que les
vecteursCM' et CA soient orthogonaux.
Placer ces points sur la figure.
CORRECTION
1. L'expression complexe dest de la forma z + b doncf est une similitude directe :

- derapport|2—2i|=ﬁ,
- danglearg(2 —-21i) =l:+ 2kt

1 -1-2i
—1+2i 5

- de centre le point invariant parz= (2 — 2 i)z + 1 soitz =

2.a. L'affixe du point Bimage du point B pdrvérifiez=(2—-21i)z+1etB(-4+2i)done=2-2i)(-4+2i))+1=-—3+12i

b.  CB' apour coordonnées (—4 ; 8)@A (2 ; 1) doncCB'.CA=—4x2 +8x1=0

CB' et CA sont orthogonaux donc les droites (IC& (CA) sont orthogonales.

3. Soit M d'affixez=x+iy.
M'=f (M) a pour affixez avecZ = (2 -2i)z+1=(2-2)X+iy)+1=2x—-1-2y + 1 +i (2y-2X).
CM a pour affixez —zc=2x+ 2y + (2x—-2y—4) i, doncCM' a pour coordonnées 2+ 2y ; 2x—2y—4)
CA a pour affixezs —zc = 2 + i, doncCA a pour coordonnées (2 ; 1)

CM' et CA orthogonaux= leur produit scalaire est ned 2 (2x+2y) + 1x2x—2y—4)=0= X+ 3y=2.

4, On considére I'équation (Ex + 3y = 2, oux ety sont des entiers relatifs.



a. —4 + 3x 2 =2 donc le couple (- 4 ; 2) est une solutiorfE)e

b. X+ 3y=2donc en posagt=k (kO Z ) alorsx =2 — 3k
L'ensemble des solutions de (E) est S = {(2k= B) , k O Z}

C. On cherche les couples solutions de (E) vétifidbs x<5et—<y<5. soit— =2 -3k<5et-Xks<5

soit — 1< k< :—73 et —5< k< 5. les valeurs possibles pdusont— 1 ; 0, 1 ou 2.

Les points M dont les coordonnées sont des eraigpartenant a l'intervalle [- 5 ; 5] et tels ges VecteursCM' et CA soient
orthogonaux sont les points de coordonnées (HQA+2 ; 1), (2;0) et (5;-1).
On retrouve le point B qu'on avait trouvé a la goes2.a. ce qui est logique puisque les droites jGB (CA) sont orthogonales.




