. . ab=12600
l. Résoudre dans N, le systeme S :
ppcm (a; b) =1260
. Soitn € N
1. Pour : 1 <n <86, calculer les restes de la division euclidienne de 5" par 13.
2.a. Montrer par récurrence sur n, que 54" — 1 est divisible par 13
b. En déduire que : 54"*1 —5,54n*2_12 : et 541*3 8 est divisible par 13.
C. Déterminer alors le reste de la division par 13 du nombre 5 201!
3. Le nombre p étant un entier naturel on considere le nombre A, défini par A(p) = 52P + 54P.
a. Sip=2n, quel est le reste de la division de A, par 13 ?
b. Démontrer que, sip=2n+ 1, A est divisible par 13.
4, On considere la suite (Un ) n>2, définiepar:up=1+5+52+ . +5n-1
a.  Montrer que u,= > 4_1 .
b. Montrer que si u est divisible par 13 alors 5" — 1 est divisible par 13.
C. Réciproquement, montrer que si 5" — 1 est divisible par 13, alors u, est divisible par 13
Indication: 13up—3 x (4 un)=un.
d. En déduire les valeurs de n telles que u,, soit divisible par 13.

CORRECTION
l. Soitd = pged (a ; b) alors il existe @’ et b’ deux entiers telsquea=da’,b=db’etpgcd (@’ ;b’) =1
ab=pgcd (a; b) x ppcm (a ; b) donc 12 600 = d x 1260 soit d = 10
a=10a’,b=10b’donca’ b’ =126
126 = 2 x 32 x 7 donc on a les possibilités suivantes (en colonne) en éliminant les nombres qui ne sont pas premiers entre eux :

a’ 1 2 7 9 14 | 18 63 | 126
b’ 126 | 63 18 14 9 7 2 1
a=10a’ 10 | 20 70 | 90 | 140 | 180 630 | 1260
b=10b" | 1260 | 630 180 | 140 | 90 | 70 20 10
Il — Soitn e N
1. Pour : 1 <n <86, calculer les restes de la division euclidienne de 5" par 13.
5=0x13+5 52=25=1x13+12 53=10x13-5=9x13+38
54=(5%2)2 =13 (13+2x12)+1 55=54x5donc55=13x240+5 56=54x52donc5%=13 x 1201 + 12
Il aurait été beaucoup plus simple de raisonner avec des congruences.
n 1 2 3 4 5 6

reste de la division de 5" par 13| 5 12 8 1 5 12

2.a. Initialisation: Sin=0,54"-1=0donc 54" -1 est divisible par 13

Hérédité : montrons pour tout entier n que si 54" — 1 est divisible par 13 alors 5*®+1 — 1 est divisible par 13
54M+1)_1=54ny54_1= (54n_1) x54+54_1

54—1et5%"—1 sont divisibles par 13 donc 5*®*+1 — 1 est divisible par 13.

La propriété est héréditaire

Conclusion : la propriété est initialisée et héréditaire donc pour tout entier n, 54" — 1 est divisible par 13

b. 13 divise 54" —1 donc 13 divise 5 x (54" —1) =54"*1 _ 5,

54n*+2_12=52x(54"-1)+52-12, or le reste de la division de 52 par 13 est 12 donc 13 divise 52 - 12
13 divise 52 x (54" —1) et 13 divise 5% — 12 donc 13 divise 52 x (54" - 1) + 52— 12, soit 13 divise 54"*2 - 12

54n*3_8=54n*3_53453_8=53x(54"-1)+5%-8, or le reste de la division de 52 par 13 est 8 donc 13 divise 5% -8
13 divise 53 x (54" - 1) et 13 divise 5% — 8 donc 13 divise 53 x (54" - 1) + 5% - 8, soit 13 divise 54"** -8

C. 2011 = 4 x 502 + 1 donc 2011 est de la forme 4 n + 1 donc 13 divise 52°** — 5 donc le reste de la division par 13 du nombre
5201 gst 5,
3. Le nombre p étant un entier naturel on considere le nombre A, défini par A(p) = 52P + 54P.

a. Sip=2nalors A(p) =54"+58"=54"_1 +54x2n_1 42,
13 divise 54"~ 1 et 542" — 1 donc A(p) est de la forme 13 g + 2 (q € N) donc le reste de la division de A(p) par 13 est 2.

b.  A(p)=54nt2+54x@nrh=g4nt2_19 4 54x@nr) 1 +13
13 divise 54"*2 - 12 et 54*@n*D _ 1 donc A(p) est de la forme 13 g (q € N) donc si p=2n + 1, A(p) est divisible par 13

4, On considere la suite (Un ) n>2, définiepar :un=1+5+52+ . +5n-1



n

a. Sigz1,1+q+qg?+..q"" = a_—ll donc en choisissant g =5: u, =

5"-1

n

b. Si u, est divisible par 13 alors il existe un entier k tel que

=13 ksoit5"-1=13 x4 kdonc 5" -1 est divisible par 13.

C. si 5" —1 est divisible par 13, alors, il existe un entier k tel que 5"—=1 =13k

n

est un entier et 13 et 4 sont premiers entre eux donc 4 divise k, il existe un entier k’ tel que k =4k’ alors u, = 13k’ donc u est

divisible par 13

d. D’apres les questions précédentes, u, est divisible par 13 si et seulement si 5" — 1 est divisible par 13
Soit n un entier naturel, en divisant n par 4, on 4 cas possibles:n=4p;n=4p+1;n=4p+2;n=4p+3
D’apreés les questions précédentes :

le reste de la division par 13 de 5P est 1 donc 13 divise 54 -1

le reste de la division par 13 de 54P** est 5 donc 13 ne divise pas 54P*1 -1

le reste de la division par 13 de 54P*? est 12 donc 13 ne divise pas 54P*2 -1

le reste de la division par 13 de 54P*2 est 8 donc 13 ne divise pas 54P*3 - 1.

5" —1 est divisible par 13 < n =4 p < unest divisible par 13



