Un écran d’ordinateur est constitué d’'un quadrédlageseau a
base carrée ; les carrés appelés "pixels" s'allimg
individuellement ; ici il y a 640< 480 pixels. Les pixels ont
pour coordonnées ( y) en repere orthonormal ou<Ox < 640
et 0<y <480

1. On veut tracer sur I'écran le segment d’origvhé0 ;
319) et d’extrémité P (341 ; 0).

Déterminer une équation (E) de la droite(MP) dimtenea x +
by=coua, b etc sont des entiers naturels.

2. Calculer PGCD(319 ; 341). Simplifier le plus pibée

les coefficients de (E)

3. Résoudre I'équation 330+ 341y = 108 779, oux; V)

est un couple d’entiers relatifs.

4, Combien de points a coordonnées entiéres, MhasR

n part, s'allumeront-ils sur le segment [MP] ?

Montrer que ces points découpent [MP] en des setgnaen
longueur égales

5. Etude du cas général
Soienta, b etc trois entiers strictement positifs, avec PGED(
b) = 1.

Montrer que I'équation & + by = c admet des solutions
entieres ; donner I'expression générale de cesicofu.
En déduire que sur la droiéex + by = ¢, tout segment de

longueur supérieure d a’+b? contient au moins un point a
coordonnées entieres .

CORRECTION

1. La droite (MP) a une équation de la forane+ by =c.
Le pointM (0 ; 319) appartient a cette droite donc 819c
Le pointP (341 ; O)appartient a cette droite donc 84c,

Une équation de droite est connue a un coeffigiauitiplicatif prés donc choisissons= 319x 341 = 108 779
alors 31% = 319x 341 dond = 341 et 345 = 319% 341 dona@a = 319

Une équation de la droite (MP) est 349 341y = 108 779.

2. 341 =31% 1 + 22 et 319 = 2% 14 + 11 et 22 = X 11 donc le dernier reste non nul de I'algorithrteudlide est 11 donc

PGCD (319 ; 341) = 11

319 = 11x 29 et 341 = 1Xx 31 avec 31 et 29 premiers entre eux donc en divizar 11 les coefficients, une équation de latdroi

(MP) est 2% + 31y = 9 889

3. 9 889 = 1Xx 29x 31 donc une solution de 29+ 31y = 9 889 est le couple (K31 ; 0)

29x+ 31y = 9889
29%x 341+ 3 O= 988

donc par différence membre a membre 29 841) + 3ly=0

soit 29 & — 341) = — 3l donc 29 divise 3%, or 29 et 31 sont premiers entre eux donc 29 elivig existe un entier relati tel quey
= 29k alors en remplacant dans 20{341) = — 3}l on obtient aprés simplificationx— 341 = — 3k soitx = — 31k + 341
Vérification : six = — 31k + 341 ety = 29k alors 29x + 31y = 29x (— 31k + 341) + 31x 29k = 29x 341 = 9 889

donc la relation est vérifiée, les solutions dex2931y = 9 889 sont les couples (— B 341 ; 2K) aveck 0 Z .

4, Les points du segments [MP] doivent appartefardroite d’équation 22 + 31y = 9 889 et vérifier @ x< 341 et xy < 319
leurs coordonnées sont donc de la forme (k 8B41 ; 29K) aveck 0 Z avec O — 31k + 341< 341 et (x 29k < 319

donc O< k< 3;"1et O<ks< ﬁa soit O<s k<11
31 29

k = 0 redonne le point Mk = 11 le point P on a donc 10 points autres que Rl @ui s’allumeront sur le segment [MP].

Soit My le point de coordonnées (— B* 341 ; 2%) avec 1< k< 10 etk 0 Z.
en convenant que Y= M et M;; =P, M M ., estle vecteur de coordonnées (—IB% () — 31k ; 29 k + 1) — 29k) soit (— 31 ; 29)

avec k<10

M M ., estle vecteur de coordonnées (— 31 ; 29) domanigueur My M . ; est constanteses points découpent [MP] en des

segments de longueur égales

5. Etude du cas général

a, b etc sont trois entiers strictement positifs, avec PGCD) = 1 donc d’apres le théoréme de Bézout, il exdstex entiers relatifs
uetvtels queau+bv=1donca (uc)+b (vc) =cdonc I'équation & + by = c admet des solutions entieres.

En notantX, ; yo) le couple solution trouveé
ax+by=c
ax,tby,=c

donc par différence membre a membagx —x) +b (y—yo) =0

soita (x—xg) = —b (y —yg) donca divise —b (y —y ), ora etb sont premiers entre eux doadivisey —y, il existe un entier relatk
tel quey —y, = ak alors en remplacant daagx —x,) = —b (y —y) on obtient aprés simplificatiorx—x,=—b k soitx=-b k + xq
Vérification : six=—-bk+xpety=ak+ypalorsax+by=ax (-bk+xp) +hbx(ak+yg)=axp+byg=c

donc la relation est vérifiée, les solutionsade+ by = ¢ sont les couples (pk + Xq; ak+yo) aveck 0 Z .

Soit M un point a coordonnées entiéres de la dobéguationax + by =c.
Ce point a des coordonnées de la fo(mek + Xo; ak +yo) aveck 0 Z .

Soit My le point de coordonnéésb k + xq; ak +yg)



M M ., estle vecteur de coordonnéed(k + 1) —-bk; a (k + 1) —ak) soit (-b ; a)
donc la longueur MM , ; est constante etst égale &/ a* +b?

donc sur la droita x + by = ¢, tout segment de longueur supérieuré a’+b? contient au moins un point & coordonnées entiéres



