Antilles-Guyane septembre 2009

EXERCICE 1 4 points Commun a tous les candidats

VRAI OUFAUX

Pour chacune des propositions suivantes, dirdesest vraie ou fausse et justifier la réponse denn
PARTIE A

Soit (U, ) la suite définie pour tout 0 N* paru, = (- 1)".

1. La suite (1) est bornée.
2. La suite (1) converge.
u
3. La suite de terme généra#]i converge.
4, Toute suite\(,,) a termes strictement positifs et décroissanteeage vers 0.
PARTIE B
1. Si A etB sont deux évenements indépendants 8B # 0 etP(B) # 1, alorsP(A N B) =P (A).
2. Si X est une variable aléatoire suivant la loi uniforsue[0 ; 1], alor$? (X O [0,1 ; 0,6]) = 0,6.
100
3. Si X est une variable aléatoire suivant la loi binomadeparameétres 100 egtt, alorsP(X>1)=1 —(%j .

EXERCICE 2 5 points Candidats n'ayant pas choisi'énseignement de spécialité
L’espace est muni d’un repére orthonornﬁl,f I K ).

On considére les points : A(1;-1;4),B(7 ;—12) et C(1;5; - 2).

1.a. Calculer les coordonnées des vectetiBs, AC et BC.

b. Montrer que le triangle ABC est équilatéral.
C. Montrer que le vecteun (1 ; 1 ; 1) est un vecteur normal au plan (ABC).
d. En déduire que +y + z— 4 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC).
X=-2t
2. Soit D la droite de représentation paramétrigeey.=-2t- 2 out O R.
z=-2t-3
a. Montrer que la droite D est perpendiculaire au ghBC).
b. Montrer que les coordonnées du point G, interseat@la droite D et du plan (ABC) sont (3 ;1 ; 0).
C. Montrer que G est I'isobarycentre des points AtB e
3. Soit S la sphére de centre G passant par A.
a. Donner une équation cartésienne de la sphére S.
b. Déterminer les coordonnées des points d'intersediet F, de la droite D et de la sphére S .

EXERCICE 2 5 points Candidats ayant choisi I'ensginement de spécialité
L’'annexe est a rendre avec la copie

L’espace est muni d’un repére orthonorn@;{ , j ,k ).

On considére la surfa® d’équationz=x? +y?, et la surfac&, d’équationz=x y+ 2 x.
PARTIE A
On note P le plan d’équatior= 2, E; l'intersection de la surfac®; et du plan P €E , I'intersection de la surfac®, et du plan P .

Enannexg le plan P est représenté muni du repé\rei, k ) ou A est le point de coordonnées (2 ; 0 ; 0).
1.a. Déterminer la nature de I'ensemiile.

b. Déterminer la nature de I'ensemitde.

2.a. Représenter les ensemblesetE, sur la feuilleannexe

b. Dans le repére@ 1 I ,IZ) donner les coordonnées des points d'interse@iehC des ensemblé&s etE,.
PARTIE B

On pourra utiliser sans démonstration la propriétévante « soient ab et ¢ des entiers avec a premier. Si a divisalois a divise
b ou a divise o»

L'objectif de cette partie est de déterminer legsod’intersectiorM(x ; y ; 2) des surfaceS; etS,.oly etz sont des entiers relatifs
etx un nombre premier. On considére un tel pMx; y; 2).

1.a. Montrer quey (y —X) =X (2 —X).

b. En déduire que le nombre premiadivisey.

On posey = k xaveck 0 Z.
Montrer quex divise 2, puis qu& = 2.

En déduire les valeurs possibleskde
Déterminer les coordonnées possibled/det comparer les résultats avec ceux de la PARTIguAstion 2. b.

woo N
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ANNEXE
Exercice 2
Candidats ayant choisi I'enseignement de spécialité
A rendre avec la copie
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EXERCICE 3 5 points Commun a tous les candidats
Le plan complexe est rapporté & un repére orthoaladirect (O U, v) d’unité graphique 1 cm.
Faire une figure que I'on complétera au fur et &ume des questions.

1. Placer les points A, B et C d’affixes respectizgs — 11 +4izg=-3 -4ietzc=5+4..
Z,~-2

2. Calculer le module et un argument du quotieAt—— et en déduire la nature du triangle ABC.
Zc = Zg

3. Soit E I'image du point C par la rotation R de ceri et d'angleg.

Montrer que l'affixe de E vérifige=- 3 + (8\/_2 - 4) i. Placer le point E.

4, Soit D I'image du point E par 'homothétie H de trerB et de rappoﬂ*/;.

Montrer que D est le centre du cercle circonseritreangle ABC. Placer le point D .

5. Dans cette question, toute trace de recherchegme incompléte, ou d'initiative, méme non fructuese, sera prise en
compte dans I'évaluation.

Soit D la droite paralléle a la droite (EC) pasgatle point D. On note F le point d’intersectimla droite D et de la droite (BC), |
le milieu du segment [EC] et J le milieu du segn&if]. Montrer que B, | et J sont alignés.

EXERCICE 4 6 points Commun a tous les candidats
Soitf la fonction définie pour tout nombre réelle 'intervalle ] 0 ; 1] par f(x) = 1 +xIn x.
On notef ' la fonction dérivée de la fonctidrsur 'intervalle ] 0 ; 1].

C est la courbe représentative de la fonctidans un repere orthonorma(D(T ).

T est la droite d’équation= x.
La courbe C et la droit€ sont représentées sur le schéma ci-dessous.
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1.a. Justifier quelim0 fx)=1
b. En utilisant le signe deln x sur ] 0 ; 1], montrer que, pour tout nombre téel] 0 ; 1], on af (X) < 1.
2.a. Calculerf'(x) pour tout nombre réed1] 0 ; 1].
b. Veérifier que la droiteT est tangente a la courbe C au point d'abscisse 1.
3. On noteg la fonction définie pour tout nombre réell ] 0 ; 1] parg (X) = 1 +xIn x—Xx.
a. Etudier les variations dgsur l'intervalle ] 0 ; 1] et dresser le tableauv@giation deg .
On ne cherchera pas la limite glen 0.
b. En déduire les positions relatives de la courbé deda droiteT .
4, Soita un nombre réel tel que Ocx< 1. On posé (o) = J. : [1-f(x)]d x.
a?’ 1 a?
a. A 'aide d’une intégration par parties, montrer de) = - Ina +Z S
b. Déterminerlimol ().
o -
C. Interpréter graphiquement le résultat précédent.
d. A l'aide des résultats précédents, déterminer,rétésid’aire, I'aire du domaine compris entre larbe C , la droitd et

'axe des ordonnées.
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CORRECTION

EXERCICE 1 4 points Commun a tous les candidats

PARTIE A
1. VRAI Pour toutn O N* , — 1< (- 1)"< 1 donc la suiteu,) est bornée.
2. FAUX, Sin est pair alors (— I)= 1 et sin est pair alors (— 1)= — 1 donda suite (,,) ne converge pas.
-1 U u,
3. VRAI Pour toutn [0 N*, 71<T <—:] or lim % = 0 donc d’aprés le théoréme des gendarn15m — =0.
n- +o -+ N

. . .u
La suite de terme général~ converge vers 0
n

4, FAUX.SoitIasuite‘(n)nDN*définiepary:Z—E,pourtoulndeN*vn>0,vn+1—vn:i—}: -1
n n+l n n(n+l)

donc ¢,,)

est décroissante et pourtatim v, =2

n - +oo

PARTIE B

1. FAUX Si A et B sont deux évenements indépendants &0AsN B) = P(A) x P(B)

P(AN B) =P g(A) x P(B), orP(B) # 1 donc P(A N B) # Pg(A).

2. FAUX Si X est une variable aléatoire suivant la loi uniforsue[O ; 1], alor$® (X 0 [0,1;0,6])=0,6 -0,1=0,5
3. VRAI SiX est une variable aléatoire suivant la loi binomageparamétres 100 egtt, alorsP(X>1) = 1 -P(X = 0)

_ E 100
P(X>1)= 1—(3) .

EXERCICE 2 5 points Candidats n’ayant pas choisi'énseignement de spécialité

l.a les coordonnées des vectedB , AC et BC sont (6;0;—6);(0;—6;—6)et(—6;®;
b. AB?=AC?=BC?= 6%+ 6%= 36 donc le triangle ABC est équilatéral.

C. N.AB=6-6=0en.AC =6-6=0

Le vecteurn est un vecteur orthogonal a deux vectedBs et AC non colinéaires du plan (ABC), domcest orthogonal au plan
(ABC).

d. n est orthogonal au plan (ABC) donc le plan (ABC)lestsemble des points M tels que AM = 0

soitx—1)+ ¢+ 1)+ @—4)=0donx+y+z—4 =0 est une équation cartésienne du plan (ABC).

2.a Un vecteur directeur de D est le vecteur de coardes (- 2; — 2 ; — 2) qui colinéairend or n est orthogonal au plan
(ABC) donc la droite D est perpendiculaire au {laBC).

X==-2t
b. Le point G, intersection de la droite D et du plaBC) a des coordonnées vérifianty=-2t-2 etx+y+z-4=0
z=-2t-3

donc — 2t — 2t -2 -2t —3 — 4 = 0 soit— 6— 9 = 0 donc — 2= 3 donc les coordonnées de G sont (3 ; 1 ; 0).

X, + X. + X + vy + + z+
C. L'isobarycentre des points A, B et C est le poiatabordonnée{ A 3B <. Ya f Ye : % E ¢ J soit
(3;1;0) donc le point G est I'isobarycentre gesits A, B et C
3. Soit S la sphére de centre G passant par A.
a. Donner une équation cartésienne de la sphére S .

La sphére S est I'ensemble des points M tels que=GBA donc k— 1)+ (y + 1)?+ (z— 4)>= 22+ 2% + 42
une équation cartésienne de la sphére S est dont)¢ + (y + 1)* + (z— 4)° = 24

x=-2t
b. Les points d’intersection E et F, de la droite @eta sphére S ont des coordonnées qui vérifienty =-2t - 2 et
z=-2t-3

(x—3)2+ (y—1)>+2%>=24 s0it 3 (- 2—3)>=24 donc (2 +3)?=8soit 2+3=2/2 ou2t+3=-2/2
soittlz_?3+ 2 outzz_?s—\/_z

donc E a pour coordonnées (342 ; 1 +2,/2 ; 2,/2) et F a pour coordonnées (32 ;1-2/2 ;-2,/2)
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EXERCICE 2 5 points Candidats ayant choisi I'ensginement de spécialité
PARTIE A

l.a E, est I'ensemble des points ¥y ; 2) tels

X=2 X=2
ue : - .
q z=x"+y? z=4+y?

Dans le plan Pz=y? +4 est I'équation d’une parabole.

b. E, est I'ensemble des points ¥y ; 2) tels \ /
que:{x=2 = {Xzz . \ o /
Z=Xy+2 X z=2y+4 w
Dans le plan Pz= 2y +4 est I'équation d'une droite. \ /
2.a
b. Les coordonnées des points d’intersection B et C \ /
X=2
des ensembles; etE, vérifient:J z=4+ y? 5
z=2y+4
X=2
e 3 z=4+y?
y2+4=2y+4
X=2 x=2 e
e 3 z=4+y? o {z=4+y? 1 A 7‘

y2-2y=0 y=0ouy=2

Xx=2 X=2
= < 2Z=40uJ z=8
y=0 y=2

Donc B est le point de coordonnées (2 ; 0 ; 4) ket @int

g

de coordonnées (2 ; 2 ; 8).

PARTIE B
Z=Xy+2 X XZ+y?=xy+2x Poxy=2x- X -X=x(2-
lLa MOSnS,- yrer. yi=xy+2x Jyoxy _ y(y2x) 2( )
Z=Xx"ty z=x+y? z=x"+y? z=x*+y
b. x est un nombre premier qui diviggy —x) doncx divisey oux divisey — x.

si x divisey —x commex divisex alorsx divise {f —x) + x doncx divisey. Dans tous les cas, le nombre premidivisey.

2.a.  y(y—x)=x(2-x) donc kx?(k — 1) =x (2 —X)

x est un nombre premier dore 0, donc kx (k — 1) =2

x divise 2 —x etx divisex doncx divise (2 ) + x doncx divise 2
x est un nombre premier qui divise 2 done 2.

b. x=2donc kx (k—1) =2 xdevient : 2 k (k— 1) = 0 donc soit k = 0 soit & donc soily = 0 soity = 2
3. Pourk = 0, on obtient comme coordonnées (2 ; 0 ; 4) gut ks coordonnées du point B.

Pourk = 1, on obtient comme coordonnées (2 ; 2 ; 8) qot ks coordonnées du point C.
Ainsi retrouve-t-on les résultats de la premiemdipaguestion 2.

Antilles Guyane septembre 2009



EXERCICE 3 5 points Commun a tous les candidats
1.
zZ,-Z —1+i
2. zp-75=-8+8i=8(1—i)7c-25=8+8i=8(1+i) doner & =114
Zco— Zg 1+i

Z, -z Z,-2 .
donc le module de>—= est 1 et un argument du quotiert——= estg, donc BC, BA) = g a 2mprés donc le triangle ABC
Zc~ Zg Zc~ Zg

est rectangle isocéle en B.
3. Soit E 'image du point C par la rotation R de cer et d’angleg.

. . 1 i Lo
L'écrire complexe de la rotation de centre B ehdia 1 est:Z-zg= e (z- zg), cest-a-dire Z = [ (z—zg) + 2

E est I'image de C par cette rotation, doag = ( (zc—zp) +zp

zE=[§+i§](8+8i)—3—4iu 2e=42(1+0)?-3-4i-2e=8i\J2 -3-4i-2e=-3+i(8/2 - 4)

4, L’écriture complexe de I'homothétie H est :

42
2

2 .
Z-2g= > (z- zg), C'est-a-dire Z (z—zp) +2p

zD:72(—3+i(8\/_2—4)+3+4i)—3—4i

2
- zD:i% (8J2)-3-4i-2p=8i-3-4]
= ZD:_3+4i
(zZa+zo)=—-6+8i=2p donczD=% (za +z¢) donc D est le milieu de [AC] ; or, ABC est uratrgle rectangle en B.

Par conséquent, D est le milieu de I'hypoténustridngle rectangle ABC, donc le centre de son eerittonscrit.

5. Les droites (EC) et (DF) sont paralleles. D’apeethEoreme de Thalés appliqué aux triangles BIBEE,

BE = BD donc F est I'image de C par ’homothétie H.

BC BF

comme H transforme D en E et C en Fet qu'une hoétietltonserve les milieux alors le milieu de [D&] gansformé par H en le
milieu de [EF] donc H transforme | en J donc B] §ont alignés.

; 6 I
&5
A D ) o

LS}

12 <11 ~10 -8 -8 =76 -5 -4 4
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EXERCICE 4 6 points Commun a tous les candidats

l.a Iimox Inx=0 donclim0 f(x)=1.
b. Si0<x<1lalorsInx<0donc xInx<0sur]0; 1], donc pour tout nombre r&él 1|0 ; 1], ona (x) < 1.

2.a  f')=Inx+xx 1 soitf'(x) = Inx + 1 pour tout nombre régld] 0 ; 1].
X

b. f'(1) = 1 etf (1) = 1 donc une équation de tangente a la courde idint d'abscisse 1 st x
La droiteT est tangente a la courbe C au point d’abscisse 1.

3.a.  gestlasomme de fonctions dérivables sur ] 0 ddnicg est dérivable sur]0; 1]
g =Inx+1-1=Ix

X 0 1
g(x) -
1 \

J 0
b. Pout toutxde ] 0 ; 1 ]9(x) = 0 donc la courbe C est au dessus de la dfaste ] 0 ; 1 ].
4, Soito un nombre réel tel que Ok< 1. On posé (a) = I : L-f(x)]dx.

1 1

a. |(a)=ja[1—f(x)]dx=ja—xlnxdx

2
Soitu'(x) = —x alorsu(x) = — X?

. o1 1., S R |
soitv(x) = Inx alorsv'(x) == doncl@)=|-=x“In x| - -=x"x=dx
X 2 2 X

a a

2 ! 2 1 2 )
(o) = 2 Ino+ lxdxzq_lnq+|:1)(2:| doncl (@)= & mna+i-9
2 2 2 4 > 2

a a 4
7 - . 2 . 1 2 . 1
b. Déterminerlim x“Inx=0donc lim —a “Ilna =0donclm I (a) ==
X -0 a-02 a-0 4
C. On en déduit que I'aire de la partie du plan cosgantre la courbe C , I'axe des ordonnées eblgedt’équatiory = 1 est

égale az unité d'aire (hachurée sur le dessin ci-dessous).

d. Pour calculer I'aire demandée, il faut calculeiréadu triangle formé par la droif€ , I'axe des ordonnées et la droite
. . 1 . s . _ 1 1 _ 1
d’équationy =1 ; elle vautz. On lui soustrait I'aire calculée precedemmeigt:— 2 = 7

L’aire du domaine (en gris sur le dessin ci-despoompris entre la courbe C , la droftet I'axe des ordonnées vaztunlte d’aire.

A
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