Corrigé
3.S0it E3={n €Z,(2n+1) |(n—3)}

Soit n € E3 alors (2n+1) divise (n — 3), comme (2n+1) divise lui-méme aussi, on en déduit que (2n+1) divise toute
combinaison linéaire a coefficients entiers de (2n+1) et (n — 3) ¢’est-a-dire les entiers de la forme a(2n+1) + b (n — 3)
avec a et b entiers. En particulier (2n+1) divise 1(2n+1) — 2(n — 3) ¢’est-a-dire 7

Bilan : Sin € Esalors 2n +1 € D(7) c’est-a-diren € {—4;—1;0; 3}

On vient de prouver I’inclusion £3 < {—4;—1;0; 3}
Réciproquement :

Sin=—4alors 2n+1=—7 etn —3 =—7 et comme — 7 divise bien lui-méme, on en conclut que =4 € Es.
Sin=—1alors 2n+1=—1etn—3 =—4 et comme — 1 divise —4, on en conclut que — 1 € Es.
Sin=0alors 2n+1=1 et n—3 =—3 et comme 1 divise — 3, on en conclut que 0 € Es.

Sin =3 alors 2n+1=7 et n — 3 = 0 et comme 7 divise 0, on en conclut que 3 € Ej.

Conclusion : F35={-4;—-1;0; 3}

4. Déterminer les entiers relatifs tels que 2n—29 soit un entier.
2n—29
Es={nel S/
4= n€L, == }

Remarque : Pourn=—2,2n—29=—-33 donc —2 & Ej.

Si 2”—;229 est un entier alors il existe @ entier tel que RN = - a etdonc 2n—29)= @ (n+2) d’ou (nt2) divise
n

2n —29.

Réciproquement, si (n+2) divise 2n — 29, alors (2n — 29) = @ (n+2) et donc 2 n; 29 est un entier puisque
n

2n—-29
—=a

n+2

Conclusion : on vient de proaver que 2n_+229 est un entier si et seulement si (n+2) divise (2n — 29)
n

_ 2n-29

eF.
n 4 }’l+2

estunentier = (nt+2) divise (2n — 29)

Soitn € Ey

Comme (n+2) divise lui-méme et qu’il divise (2n — 29), on en déduit que (n+2) divise toute combinaison lingaire a
coefficients entiers de (n+2) et (2n — 29) ¢’est-a-dire les entiers de la forme a(n+2) + b (2n—29) avec a et b entiers.
Envparticulier (n+2) divise 1(2n —29) — 2(n +2) c’est-a-dire — 33 et donc 33.

On vient de prouver que si n € E4 alors (n+2) € D(33) ou D(33)={-33;—-11;-3;—-1;1;3;11;33} etdonc

ne€{-35;-13;-5;-3;-1;1;9;31}

Réciproquement, si :

en=—35alorsn+2=—33 et 2n —29 =—99. Comme — 33 divise bien — 99 alors — 35 € E;.
en=—13alorsn+2=—11et2n—29=—55. Comme — 11 divise bien — 55 alors — 13 € E,.
en=—5alorsn+2=—3et2n—29=—-39. Comme — 3 divise bien — 39 alors — 5 € Ej.
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en=—3alorsn+2=—1¢t2n—29 =—35. Comme — 1 divise bien — 35 alors — 3 € FE..
en=—1lalorsn+2=1¢t2n—29=—31. Comme — 1 divise bien — 31 alors — 1 € E,.
en= lalorsn+2=3¢t2n—29=—27. Comme 3 divise bien —27 alors 1 € Ej.
en=9 alorsn+2=11¢et2n—29=—11. Comme 11 divise bien — 11 alors 9 € E..
en=231 alorsn+2=33 et 2n—29 = 33. Comme 33 divise bien 33 alors 31 € E4.

Conclusion : On vient de prouver que
{~=35;-13;-5;-3;-1;1;9;31}CEs4

On en conclut que Es={-35;-13;-5;-3;-1;1;9;31}

5. Déterminer tous les couples d’entiers naturels (a ; b) tels que > — b*=9

Notons E5 I’ensemble des couples d’entiers naturels (a ; b) tels que a®> — b*> =9

a?—b*=9 <= (a—b) (a+tb)=9 (1)

D’aprés 1’égalité (1), si le couple (a,b) est dans Es alors (a — b) et (a+b) sont des'diviseurs de 9
Comme D9)={-9;-3;-1;1:;3:9}
On a plusieurs cas possibles :

1 cas:a—b=-9 2¢me cas : g H=—3 3mecasia—b=—1
Dans ce cas, nécessairement, Dans ce cas, nécessairement, Dans ce cas, nécessairement,
atb=-1 atbh=—3 atb=-9
auquel cas, on trouve : auquel cas, on trouve : auquel cas, on trouve :
a=—5Seth=4 a=-3eth=0 a=—5Seth=-4
4¢me cas:q—b=1 S'megas:q—b=3 6™ cas:a—b=9
Dans ce cas, nécessairement, Dans ce cas, nécessairement, Dans ce cas, nécessairement,
a+th=9 ath=3 atb=1
auquel cas, on trouve : auquel cas, on trouve : auquel cas, on trouve :
a= Seth=4 a=3eth=0 a=Seth=-4

Bilan : Si (a ;b) € Es alors{a ) €G ou G= {(-5:4),(-3:0),(=5;—-4),(5:4),(3:;0),(5;-4)}
On vient de prouver I’inelusion suivante : E5s C G

Réciproquement, onipeut deja observer que les couples suivants (— 5 ;4), (=3 ;0), (=5;—4) et (- 5;4)
n’appartienneng,pas & £s puisque 1’on se limite aux couples d’entiers naturels. Il ne reste plus qu’a
regardergour les'couples suivants : (5 ;4) et (3 ;0)

Si (as; b) =(5,;4) alors a®> — b>* = 52— 4> =9 donc (5 ;4) est dans Es.
Si(@;b)=(3;0)alors a®> — b>=3>-0>=9 donc (3 ;0) est dans Es.
Finalement: E5 = {(5 ;4), (3;0)}

i Remarque : on aurait pu remarquer que comme 1’on cherche des couples (a ; b) d’entiers naturels, alors
vérifiant (1), alors a — b et a+b sont de méme signe puisque leur produit est positif (égal a 9).

Comme a+b est positif, il en est de méme de a — b donc nécessairement a — b > 0 (il ne peut étre nul) sans
quoi le produit (a — b) (a+ b) serait nul (et donc différent de 9).

De plus a—b<atb  (eneffet (a+b)—(a—b)=2b=0 <= b est un entier naturel)
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Ces observations étant faites, on pouvait donc éliminer d’office les cas n°l , n°2 , n°3 et n°6.

On peut rajouter la question suivante : Déterminer tous les couples d’entiers relatifs (a ; b) tels que a> — b*>=9

Dans ce cas, vous pouvez procéder comme précédemment en gardant tous les cas.
Vous aurez prouvé I’inclusion : Es C G.

Ensuite, vous chercherez a prouver I’inclusion G < Es en vérifiant que les 4 autres couples conviennent.
Du coup, vous aurez établi que E5 = G.

Autre facon :
On peut remarquer que si le couple (a ;b) est dans Es, il en est de méme des couples (a ; — b), (~ashb) et(—a ; — b) et
réciproquement.

Que veut dire " (a ; — b) est dans Es par exemple " ?
Cela signifie que 'ona: (a)*+ (—b)2=9

(a;b)estdans Es = (a)—(b?=9 <« (a)*—(-b)*=9 < (a;—b)estdans Es
Ces observations étant faites, au lieu de chercher tous les couples d’entiers relatifs (a ; b) vérifiant a> —b*= 9, on peut

se ramener a la recherche de couples d’entiers naturels (a ; b) ¥érifiant @> — b*> = 1. Ensuite aux couples (a ; b), on
peut rajouter les couples (a ; — b), (—a ; b) et (—a ; — b).

Et rappelez-vous, dans la question précédente, on a trouvé les couples (5 ;4) et (3 ;0)

Au couple (5 ;4), on peut donc rajouter les couples (55—4), (=5 ;4) et (—5;—4).
Au couples (3 ;0), on peut rajouter le couple (— 3 ;0) .
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