France métropolitaine Septembre 2006
Dans tout I'exercicey désigne un nombre réel de l'intervalle ] 0 ; 1].

1. On se propose d'étudier les fonctions dérivaehle% -0 ;% [ -vérifiant I'équation différentielle :

(E») :y =y?+ A yet la conditiony(0) = 1.

On suppose qu'il existe une solutippde (E, ) strictement positive su} — 00 ;% [ et on pose suﬂ — 00 ;% [ : z=i .
Yo

Ecrire une équation différentielle simple satisfair la fonctiorz.

2. Question de cours
PRE-REQUIS
Les solutions de I'équation différentieffe= — A y sont les fonctiong — C e ** ol C est une constante réelle.
a. Démontrer I'existence et l'unicité de la solotzale I'équation différentielle (k) :
Z =- (\ z+1) telle quez(0) = 1.
b. Donner l'expression de cette fonction que l'oteraz,,.

N

On veut maintenant montrer que la fonctigmesannule pas sur I'intervall} —00;

3.a Démontrer que In (1 x) > 1

On pourra étudier suf 0 ; 1]la fonction fdéfinie par f(x) = In (1 +x) — %1
X
s 1 1
b. En déduire que}\— In(1+A) >§'
4, En déduire que la fonctiag ne s'annule pas su}r— 00 ;% [ .

Démontrer alors que (B admet une solution strictement positive %Ufoo ;E [ que l'on précisera.
s . , 1
5. En déduire que la fonctiap ne s’annule pas suf— ;E .

Démontrer alors que (B admet une solution strictement positive %Ufoo ;E [ que I'on précisera.

CORRECTION

1. zZ= = doncz ne s'annule pas sur Jos-; %2 ] ety = 1
Yo z

. - 1 -
Yo est une fonction dérivable, ne s'annulant pa$ sue ; %2 ] donc— est dérivable sur ] e ; %2 ] etyy = —;
z
0

yoest solution de (B donc vérifieyy =yo?+A1Yyo; en remplaganty par

1 .
ety par—, on obtient ;
z

z2
-z' 1 1 .
>~ = —tA—soit-z'=1+Azouz'=-QAz+1)
z z z
2. Question de cours
a. Existence d'une solution :

La fonction définie paf (x) = _Tl est constante donc est dérivable surfl'@) = 0 de plus\ f(x) + 1 =A (_le +1=0
doncf' =— (A f + 1) dond est solution de (E)

Forme générale des solutions de (E)

Soitg une solution de (E) dorg=—-QA g+ 1)

Montrons quey —f est solution dg' = -y
(9-f=g-f'org=-Qg+Letf' =-QAf+1)

donc enremplagcantg(f)'=— QA g+ 1)+ Af+1)soitg—-1f'=-A(g-1
doncg —f est solution dg' = -1y

g—f est donc de la forme C &*ou C est une constante réelle dgt =f (x) + C e **

ou C est une constante réelle.

- X

-1 N .
a(x) = ~ + C e “"ou C est une constante réelle.



Unicité de la solution de () telle quez(0) = 1.

. . . . -1 S .
Parmi les solutions de (k), donc parmi les fonctions de la fornﬂ})(:,L + C e **ou C est une constante réelle, on cherche setief

vérifierai(enj g(0) = 1
en remplagantg(0) = _Tl +C e'“odonc_T1 +C=1s0itC :% +1 :¥

On a trouvé une seule valeur de C donc il existesgule solution de (k) telle quez(0) = 1.

-1 1+A _
b. Zo(X) = — + == e X
0o(® X X

3.a.  festdéfinie continue dérivable sur ]0 ; 1]
, 1 X+1-x 1 1 X
f (X) = - > = - > = 5
1+x (@ +x) 1+x (1 +X) (x+1)
x[1]0; 1] doncf '(x) > O, f est strictement croissante sur ]0 ; 1] de pl'mg f(x) = 0 donc pour tow de ]0 ; 1],f(X) >0

A
donc pourtouh de]0;11],In(1 &) > —.
p 10511, In(14)> -~
A 1 1
b. pour toutA de ] 0; 1], In(1 #) > —— donc—In(1 +A) > —
A+1 A A+l
orAd]0;1],donc0O<A<1soitl<\+1<2donc 1 > 1 donclln(1+k)>L zl soitlln(1+)\)>1
A+l 2 A A+l 2 A 2
4, Pour toutx de ] —o ; %2 1,24 (X) = _71 + 1;)\ e X
Supposons dill existe une valeur dedans ] —o ; %2 ], telle quezy (X) =0

Zo(X)=0- _71 + 1A e =0etxO]-w;%]e (1+N)eM=letxO]-w; %] - e‘“=)\i+1 etxO] - ; %],

e cAx=In|—1 | etxO]—e: %], or Il —=— | =—in (1 +A)
1+ 2 1+ A

= x=X1In(1+)\) etxOd]—o ; %], or%ln(1+)\)>% doncxd] —o ; %2 ]

Il n'existe donc pas de valeur xldans ] —o ; 2 ], telle quez,y (X) = 0, la fonctionzy ne s'annule pas sur Joe-; %2 1.

D'aprés la question (1) s'il existe une solutjgnde (E, ) telle quey' =y %+ Ay ety(0) = 1 alorsz = L vérifie (E ) et de plus
Yo

1
40): =
Yo(0)
s . -1  1+N . 1
D'aprés la question (2))(x=7+ e *"; zone s'annule pas sur Jee-; %2 ], doncy(x) = T
ZO
: A
soity(x) = ——
Y L+A)e -1
-1  1+A

zo(x)=7 + e M etA0]0;1] donc lim zo(x) = +oo

Zo est une fonction continue sur pe-; ¥2 ], ne s'annulant par sur cet intervalle dasmelg un signe constant sur = % ], donc pour
toutxde ] —o ;% ],z9(X) >0
A

donc admet une solution strictement positive défiraey§x) = ————
(E) p W)= e

sur]—o;%].



