Pondichéry avril 2008
EXERCICE 1 4 points Commun a tous les candidats

1. Soitf la fonction définie sur [1, ¢ [ parf (X) = XX et soit H la fonction définie sur [1,0¢ [ par HK) = _flx f)dt.
e e
a. Justifier qud et H sont bien définies sur [1 .
b. Quelle relation existe-t-il entre H £?
C. Soit C la courbe représentativefdéans un repére orthonormal (@,;f) du plan. Interpréter en termes d’aire le nomb¢&)H
2. On se propose, dans cette question, de donremaadrement du nombre H(3).
a. Montrer que pour tout régl> 0, X = X X € =
e -1 l-e
s 3 1 1 3 -
b. En déduire quej' f(x)dx =3 In(l——aj - In[l——j —.[ InQ-e ) dx
1 e e 1

C. Montrer que si k x< 3, alors Ir[l—ij <lh(l-€*)< In(l—ij.
e

e3

d. En déduire un encadrement fj{g InA-e ™ ) dxpuis de.[l3 f(x)d x

EXERCICE 2 5 points
Cet exercice contient une restitution organiséeatmaissances.

Partie A
On suppose connus les résultats suivants:
a. Dans le plan complexe, on donne par leurs affikes Zg et Z¢ trois points A, B et C.
Z,-Z CB Z,-Z —
Alors | —=——% | = == et arg mLEYE (CA;CB) 27
Z,-Z. CA Z,-Z.
b. Soitz un nombre complexe et s@itun réel :  z=e'® si et seulement siz]| = 1 et argf) =6 +2k T, olik est un entier relatif.

Démonstration de coursDémontrer que la rotatiand’anglea et de centr€ d’affixe w est la transformation du plan qui a tout point
M d’affixe z associe le point Md’affixe z’ tel quez’ —w=¢€'%(z— w)

Partie B
Dans un repére orthonormal direct du plan comp(é)(eﬁ , v) d'unité graphique 2 cm, on considére les point8 AC et D d'affixes

respectiveSZ:—\/g—i,Zle—i\/E ,Zc:\/§+ietZD:—l+i\/§

1.a. Donner le module et un argument pour chacun dag@nombres complexesnZZg, Zc et Zp.

b. Comment construire & la régle et au compas lggpA, B, C et D dans le repére (Qi; Q) ?

C. Quelle est la nature du quadrilatére ABCD?

2. On consideére la rotationde centre B et d’angle§ . Soient E et F les points du plan définis par=1A) et F =r(C).
a. Comment construire a la regle et au compas leg9b et E dans le repére précédent ?

b. Donner I'écriture complexe de

C. Déterminer I'affixe du point E.

EXERCICE 2 (spécialité) 5 points

Partie A

On suppose connu le résultat suivant:

Une applicatiorf du plan muni d’un repére orthonormal direct darsiéme est une similitude directe si et seulersehaiddmet une
écriture complexe de la fornze=az+b, otald C etb O C.

Démonstration de cour€On se place dans le plan complexe. Démontrer gdeBj A’ et B sont quatre points tels que A est distinct
de B et A est distinct de B alors il existe une unique similitude directensformant A en Aet B en B.

Partie B
Dans le plan complexe muni d'un repére orthonorhvaict (O u, v) on consideére les points A, B, C,D d'affixes restpes :

Za=—3-0,Zs=1-i\3,Zc=/3 +ietZo=-1+i/3

1.a. Donner le module et un argument de chacun detseqgnambres complexesyZZg, Zc et Zp.
b. Construire a la régle et au compas les poinf8,A; et D (on prendra pour unité graphique 2 cm).

Z
Déterminer le milieu du segment [AC], celui du segiBD]. Calculer le quotien{Z—B. En déduire la nature du quadrilatére ABCD.
A

. T
s - . o i
2. On considére la similitude diregelont I'écriture complexe egt=e 3 z+ 2.
a. Déterminer les éléments caractéristiqueg.de
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b. Construire a la régle et au compas les imagesctgee E, F et J pig des points A, C et O.
C. Que constate@n concernant ces points E, F ? Le démontrer.

EXERCICE 3 4 points

On considére un tétraédre ABCD.

On note 1, J, K, L, M, N les milieux respectifs deétes [AB], [CD], [BC], [AD], [AC] et [BD].
On désigne par G l'isobargntre des points B, C et D.

1. Montrer que les droites (1J) , (KL) éfilN) sont concourantes en G.

Dans la suite dedxercice, on suppose que AB = CD, BC = AD et AC:

(On dit que le tétraédre ABCD est équifacial, carfages sont isométrigu).

2.a. Quelle est la nature du quadrilatére IKJL ? Préadgalement la nature des quadrilate
IMIN et KNLM.

b. En déduire que (1J) et(Klgont orthogonaleOn admettra que, de méme, les droites (|
et (MN) sont orthogonales et les droites (KtJMN) sont orthogonales.

3.a. Montrer que la droite (IBst orthogonale au pl{MKN).

b. Quelle est la valeur du produit scaldteMK ? En déduire que (1J) est orthogonale &

droite (AB) . Montrer de méme que (K3t orthogonale @ droite (CD). A

C. Montrer que G appartient aux plans médiateurs d& g [CD]. c
d. Dans cette question, toute trace de recherche, niécoenpléete, owd'initiative, méme

non fructueuse, sera prise en compte dawaluatior D

Comment démontrerait-on quedst le centre de la sphére circonscrite au tétea®BCD ?

EXERCICE 4 7 points

On cherche a modéliser de deux facons différel’ évolution du nombre, exprimé en millions, de foyfrencais possédant 1
téléviseur a écran plat, en fonction de I'année.

Les parties A et B sont indépendantes

Partie A : un modéle discret

Soitu, le nombre, exprimé en millions, de foyers possédariéléviseur a écran pl’annéen.
On posen = 0 en 20054, = 1 et, I IR A R :

1. Soitf la fonction définie sur [020] pa : =
1
f(xX) = —= x (20 —x).
) 0 ( )

a. Etudier les variations desur [0 ; 20] _
b. En déduire que pour toxt] [0 ; 10],f (x) O[O0 ; 10]. ‘j""’
C. On donne en annexe la courbe reprégere C de le| - e 8.

fonction f dans un repére orthonormal (@,i) du plan.

Représenter, sur l'axe des abscisses| ade de ce
graphique, les cing premiers termes de la U, ) nso0

2. Montrer par récurrence que pour told IN,
O<su,<u,::1=<10.
3. Montrer que la suitau(, ) est convegente e

déterminer sa limite.

e M AT o iam ine i i icon

Partie B : un modéle continu
Soit g (xX) le nombre, exprimé en millions, de tels foyl'annéex. On posex = 0 en 2005g(0) = 1 etg est une solution, qui ne

s'annule pas sur [0 ;e [, de I'équation différentiell(E): y’ = 2—10 y (10 -y)

1. On considére une fonctigrqui ne sannule pas sur [0, « [ et on pose = 1,
y

a. Montrer quey est solution de (i et seulement z est solution de I'équation différentiell€E ,) : z’ = — %z + 2—10
b. Résoudre I'équation (B et en déduire les solutions I'équation (E).
2. Montrer quey est définie sur [0, ¢ [ par : g(x) = 1+0

9e 2 +1
3. Etudier les variations dgsur [0, +oo [.
4, Calculer la limite dg en +o et interpréter le résult
5. En quelle année le nombre de foyers possédant aqugement dépasa-t-il 5 millions ?
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CORRECTION

EXERCICE 1

l.a. Les fonctionx - e*— 1 etx - x sont définies continues sur [1get], et pour touk de [1, +o [, € — 1# 0 doncf est définie

continue sur [1, $o [.
f est définie continue sur [1,0o¢[ donc H est définie sur [1, e [.

b. f est définie continue sur [1,0¢[ donc H est la primitive nulle en 1 de

C. f est positive sur [1, ¢ [ donc H(3) est I'aire (en unités d'aires) du damegplan limité par I'axe des abscisses, la couldfe,

les droites d’équatior=1 etx = 3.

2.a. e*xe‘=1donc— — = e_xe — = 1 doncx x —< =X
1-e* (1-e")xe* e*-1 1-e* e*-1
) , e _x
b. Soit U(x) = -~ ux)=In(l-¢e")
l-e
V(X) = X vV(x)=1

donc [* f(xdx=[xh@-e™)]’ - [ In(- e )d

[[f0dx=3m(1-€e%)-In@-e?)- [ Inw-e™)dx

3 1 1 3 -
j f(x)dx =3 |n[1—_3j - |n(1——j —j In(L- e )dx
1 e e 1
C. La fonctionx — e *est décroissante sur Rdonc sig< 3, e 3<e*<e talors—el<-e*<—e3donc

(1—3] <(l-€9< (1—%).
e e

La fonction In est croissante sur ] 0 ¢ donc si 1< x< 3, alors Ir[l—ij <lh(l-€%)< In(l—isj.
e e

d. La fonctionx — In (1 — €*) est continue sur [1 ; 3] dorfc: Inl-e™*)dx< '[13 In(1- €* )dxs< '[13 In(t €°® )k

donc 2 Ir(l—lj < _f3 Inl-e* )dx<2 In(l—ij.
e 1

e3

-2 In(l—ij >— I ’ Inl-e*)dx=-2 In(l—ig] donc
e 1 e

3 |n(1—i3] —|n(1—1j 2 |n(1—3] 23In(1—i3j —|n(1—5] [ ina-e )dszIn(l—ig] —|n(1—5] > |n(1—i3j
e e e e e 1 e e e

Soit : In(l—%j —In(l—ij < .[3 f(x)dx < 3In(1—i3j —3In(l—lj -2 In(l—ij
e e 1 e e e
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EXERCICE 2
Partie A
r est la rotation de centfe d’anglea donc pour tout point M du plan différent 8¢ si M' =r(M), on a :

OM=QM' et (QM; QM' ) =a [2 T

donc z—w|=|z'-w]| etarg[ﬂ)] =qa [21'[]donc(Z —
Z-w

ia

oo] est un complexe de module 1 d’argurrmemtonc(Z —oo] =e
Z-w

doncz' —w=e'%(z—w)
SiM =Q, alors M' =Q la relation précédente est veérifiee donc la rotatid’anglea et de centr€® d’affixe w est la transformation
du plan qui a tout point M d’affixe associe le point Md’affixe z’ tel quez’ —w=¢'%(z— w)

Partie B

cosf = \/_3

l.a. |Zc|=43+1 :2;doncZ€:\/§ +i=2 (cod +isinB) donc 2 doncargZezg +2km(kO 2)
sin9=%

ZA=—ZCdonc|A|=|ZC|=2etargZ=n+argZCdoncarga=%—[+2kn(kDZ)
ZB=—ichonc|ZB|=|ZC|=2etargz=—7—; +argZCdoncargZB=%T +2km(k02)

ZD:—ZBdonc|ZD|:|ZC|:2etargézn+argZBdoncargZ;:Z?TI +2km(kO 2)

b. Il suffit de construire le cercle C de centre ©rdyon 2, puis | étant le point de coordonnéesaPconstruire le cercle de
centre | de rayon 2, ce cercle coupe C en 2 paietsj d’abscisse positive est C.
Z p=—Zcdonc A est le symétrique de C par rapport a O dmpoint diamétralement opposé a C sur C.

Zp=iZcdonc (OC,OD) = g + 2k et D appartient & C donc D est le point de C @ppant a la médiatrice de [AC] tel que (

oT:,ﬁ»:E + 2K

Zpg =—Zpdonc B est le symétrique de D par rapport a O dmpoint diamétralement opposé a D sur C.

C. A est le symétrique de C par rapport a O et Beesymétrique de D par rapport & O donc ABCD esparallélogramme de
centre O
[AC] et [BD] sont deux diamétres du cercle donc ABD donc ABCD est un rectangle

Zp=iZc; D estlimage de C par la rotation de centre’ﬁgleg donc les diagonales [AC] et [BD] sont perpendicesen O

donc ABCD est un losange
ABCD est un rectangle et un losange donc est ué.car

2.a. Il suffit de construire le cercle e centre B de rayon AB et le cerclg @ centre A de rayon AB
Ces deux cercles se coupent en deux points, urEsedrifie (BA , BE) = — g [2 .

De méme pour F avec les cercles de centre B da BRoet de centre D de méme rayon.

b. z'-zp= e_iL31 (z—zB)doncz'ze_ig z+(1_e_ig ) Zg

z':[i—iﬁjz+[i+i£](1_i\/§):(i_i£Jz+2
2 2 2 2 2 2

C. ZE:[%_ig\JZA-Fz:[%_i@\J (—\/E—i)+2

2oz T3 Ti*30-43 +2=2-3 +]

2
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Figure exercice 2 (non spécialité)

Figure exercice 2 (spécialité)
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EXERCICE 2 (spécialité)

Partie A

L'écriture complexe d’une similitude directe estlddormez = a z+ b olia etb sont deux nombres complexes tels gue0.
Il s'agit donc de déterminer, s'ils existeatetb deux nombres complexes tels @ 0 tels quey =azp +betzg =azg+b
Z,— Zy

Iy~ %,

par différence membre a memb@(z, —zg) =zx —Zp, A% B doncz,# zg donca =

A #B’ donczy —zg # 0 donca# 0.
z,=az +hk zZp,z,=az z+ bg
Zp =az,+ b~ zZp, z,=az 7+ bg
Z, 25— Z
donc par différence membre & membbe=: In%TH &
Zpy— 2y

Si A, B, A’ et B’ sont quatre points du plan telsegA# B et A’ # B’ alors il existe une unique similitude directartsformant A en
A'etBenB'.

Partie B
3
CO@IL -
l.a |ZC|=\/3+1=2;doncZ€=\/§ +1i=2(codh +isinB) donc 2 doncargZ€=E +2km(kkO2Z)
sin@=—
ZA:—ZCdonc|ZA|:|ZC|:2etargZ:T[+argZCdoncargZA:%[ +2km(kO 2)

ZB:iZAdonc|ZB|:|ZA|:2etarg%:g +argZAd0ncargZB:_—3T[ +2km(kO 2)

ZD=—ZBdonc|ZD|=|ZC|=2etarg5=n+argZBdoncargZ)=2?“ +2km(kO2Z)

b. Il suffit de construire le cercle’ de centre O de rayon 2, puis | étant le point dedannées (0 ; 2) construire le cercle de
centre | de rayon 2, ce cercle co@pen 2 points, celui d'abscisse positive est C.
Z po=—Zcdonc A est le symétrique de C par rapport a O d®point diamétralement opposé a C&ur

Zp=iZcdonc (OC,OD) = g + 2k tet D appartient & donc D est le point d& appartenant a la médiatrice de [AC] tel

que (OC,OD) = g +2kT
Zg =—Zpdonc B est le symétrique de D par rapport a O d®point diamétralement opposé a D &ur
Z o =—Zc donc le milieu du segment [AC] est le point O

Zp =— Zg donc le milieu du segment [BD] est le point O, désgonales [AC] et [BD] du quadrilatere ABCD oatrhéme milieu O
donc le quadrilatere ABCD est un parallélogramme.

z .
Zg=iZ,donc—= =idonc B est 'image de A dans la rotation dateeO et d’angleg donc OA = OB et QA OB)=7—;, les
A

diagonales [AC] et [BD] du quadrilatere ABCD ontri@me longueur et sont perpendiculaires donc lelrjatere ABCD est un
carré.

. T
. - . 1
2.a. L'écriture complexe et = e 2 z+ 2 dongg est une rotation d’angleg .

Le centre de la rotation est l'unique point invatiparg donc I'affixe du centre est solution de e K zZ+ 2.
: 1 3. . . . .
soitz = [E_glj z2+2=2z2—-(1- |\/T3) z=4- (1+ lﬁ) z2=4-272=1- |\/§ donc le centre de la rotation est B.

b. Pour construire a la regle et au compas les imeggpectives E, F et J gades points A, C et O, il suffit de construire :
pour E : le cercle €de centre B de rayon AB et le cercle e centre A de rayon AB. Ces deux cercles se cdwgredeux points,
un seul E vérifie BA, BE) = — g [2 .

De méme pour F avec les cercles de centre B da Bg® et de centre C de méme rayon.
et pour J avec les cercles de centre B de rayoptRie centre O de méme rayon.

C. Les points E, F et J sont apparemment aligndsemble étre le milieu de [EF].
E, F et J sont les images respectivesgpdes points A, C et O, Une rotation conserve ldenx, donc transforme le milieu O de
[AC] en le milieu J de [EF].
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EXERCICE 3

1. (13) , (KL) et (MN) ne sont pas confondues (ABE& un tétraédre)

G est le barycentre de {(A; 1) (B ; 1) (C; 1) ()} donc d'aprés I'associativité du barycentre
G est le barycentre de {(I ; 2) (J ; 2)} dond31J)

G estle barycentre de {(A; 1) (D ;1) (B; 1) (@)} doncde{(L; 2) (K; 2)}donc GI (KL)

G est le barycentre de {(A; 1) (C; 1) (B; 1) (D)} donc de {(M ; 2) (N ; 2)} donc GJ (MN)
Les droites (1J) , (KL) et (MN) sont concourantes®

2.a. lestle milieu de [AB], K est le milieu de [Bdpnc (IK) est paralléle a (AC) et IK%AC

J est le milieu de [CD], L est le milieu de [AD]min(JL) est paralléle a (AC) et JL—;:AC

donc le quadrilatére IKJL a deux cOtés opposédipkset de méme longueur donc est un paralléboga
K est le milieu de [BC], J est le milieu de [CD]rdn(KJ) est parallele a (BD) et KJ—]ZiBD or AC =BD donc IK = KJ

Le parallélogramme IKJL a deux c6tés consécutifmé@ene longueur donc est un losange
b. IKJL est un losange donc ses diagonales somgotiales donc (1J) et (LK) sont orthogonales.

3.a. Pour les mémes raisons que précédemment le tpiadkilMNJ est un losange donc (1J) et (MN) s@uasites et orthogonales
(diagonales du losange)

de méme le quadrilatere LNKM est un losange doig @t (MN) sont sécantes et orthogonales (diagangdilelosange)

(1J) est orthogonale a (LK) et a (MN) or les drsi{eK) et (MN) sont sécantes donc (1J) est orthad®mau plan (MKN)

b. La droite (1J) est orthogonale au plan (MKN) dénmute droite de ce plan en particulier & (MKhaldl MK =0

K est le milieu de [BC], N est le milieu de [BD] o (NK) est paralléle a (CD)
(NK) est parallele a (CD) et (1) est orthogona({®1&) donc a (CD)

C. Le plan médiateur de [AB] est le plan passantgarilieu | de [AB] et perpendiculaire a (AB)
donc toute droite passant par | et orthogonaleB) gppartient au plan médiateur de [AB]
(13) est orthogonale a (AB) et passe par le milide [AB] donc (1J) appartient au plan médiateufAiB]

Le plan médiateur de [CD] est le plan passantgarilieu J de [CD] et perpendiculaire a (CD)
(13) est orthogonale a (CD) et passe par le milide [CD] donc (1J) est incluse dans le plan médiatle [CD].
G appartient a (1J) donc G appartient au plan ntédiade [CD]

d. G appartient aux plans médiateurs de [AB] et [@Dic GA = GB et GC = GD
Il suffit de montrer que G appartient au plan mtsliade [BC] pour avoir GB = GC donc GA = GB = G@G®H donc G centre de la
sphére circonscrite au tétraédre ABCD

Pour montrer que G appartient au plan médiate(iB@¢ il suffit de montrer que (LK) est orthogonagBC)

(LK) et (MN) sont orthogonales (diagonales du lagahNKM)

(LK) et (1J) sont orthogonales (diagonales du lggahKJL)

les droites (1J) et (MN) sont sécantes donc (LK)oethogonale au plan (IJMN) donc en particuli€¢d®d) or (JN) est paralléle a (BC)
donc (LK) est orthogonale a (BC), de plus K eshlkeu de [BC] donc (LK) appartient au plan médiatee [BC].

G est un point de (LK) donc du plan médiateur d€][Bonc GB = GC
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(20 — 2x) donc :
20

1
10

10
10

(%)

f est un polyndme donc est définie continue déravabl [0 ; 20], et’(x)
f est croissante sur [0 ; 10] donc pour tode [0 ; 10]f (0) <f (x) < f (10)

f est décroissante sur [10 ; 20] donc pour xode [10 ; 20]f (20) <f (X) < f (20) donc pour tout 0 [0 ; 10],f (x) O [0 ; 10].

EXERCICE 4

1.a
b.

i i i i i i 1 1 i i i
| | | | | | 1 1 | | o |
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X.
1
20

C constante réelle

1
- 4+ =

2y

y
1

— avecC
10

y2

Ce 2 +

1

10
y est solution de

10, la propriété est vérifiée poui= 0.

0 oux
1
20

2

-_ Y
y
2+ — =
y (10 -y)

0= X
_1
2
1

20

2 (en multipliant par y?)

y—iy
20

1

X = X (20 -X) = 10x = x (10 —X)
2

, ety est dérivable sur [0 ; e [, doncZ

1

La suite @, ) est croissante majorée par 10 donc est conviergesa limite est comprise entrget 10.

u,+1=f(u,) or la fonctionf est continue sur [0 ; 20] donc la limite de laei ) est solution dé(x)

1

Les solutions de I'équation ¢f sont les fonctions de la forme(x)

z

La fonctionf est croissante sur [0 ; 10] donc Q< up. ;<10 alorsf (0)<f(uy) <f(Up+1) £f(10) soit O Up.+ 1S ULL2< 10.
(20 —x)

La propriété est héréditaire donc est vraie poutrriaeN.
la limite de la suitey,) est comprise entng, et 10 doncy,) converge vers 10.

Montrons que pour tout 1IN, siO<u,<u,,;<10alors K u,.1< Uy, 2<10.

z est solution de I'équation différentielle : {E z’
= y est solution de I'équation différentielle (B):

Partie B : un modéele continu
= y est solution de (B)=

2.

3.
—X
10
1.a
b.



y est solution de I'équation différentielle (F):= 2—10 y (10 —y) = zest solution de I'équation différentielle : {E z' = —%z + 2—10
1,
=zZX)=Ce 2 + 1—10 = y(X) = 1 = 101 avec C constante réelle.
29 10ce? +1
. S . _ 10 _ 10 _
2. g est solution de(E) donc il existe une constantédlaéC telle queg(x) = T etg(0)=1 doncfw =1
10Ce 2 +1 10Ce? +1
soit 10 C +1 =10 donc C = 0,9 dog®) = 110
9e 2 +1
O
—10><(—;j><9e 2 45 -2
3. g(x = = © 5> doncg'(x) > 0 sur [0, 4o [.

N

L 2 1,

g est strictement croissante sur [Op .
im e =0

4. o « donc lim e 2= Cdonc lim g(X) = 10.

X > + 00

X

La fonctiong admet pour asymptote erretla droite d’équatiory = 10
A long terme le nombre de foyers francais possédané¢léviseur a écran plat, est égal a 10 millions

10

1
9e 2 +1
2 In 9= 4,4 donc en 2005 + 5 soit 2010, le nombre de fopessédant un tel équipement dépassera 5 millions.

- -2x 1 1 1
5. gx) =5 = 25 < 229e 2 +1= e ? sga—axsln(gjaxzzlng
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